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1. QUANTITA O GRANDBZZA^ MTSURA, UNITA, NU- 

MBRo; VARIE SPECIE Di NUMERi. Si chiama quantitd 
o grandezza lutto cio che puo esspre oggetto di 
aumento, diminuzione e confronto. 

Per misurare una quantita si sceglie una 
quantity omogenea e che si suppone ben cono- 
sciuta come termine di confronto; la quantita 
cosi scelta si dice unitd, e si determina quante 
volte Tunita e'le sue parti sono contenute nella 
grandezza da misurare: il risultato della misura 
si esprime con un numero. 

II numero e dunque Tespressione del risultato 
di una misura. 

Se una quantita si compone di parti natural- 
mente separate e che concorrono in egual modo 
a formare la quantitd, una di queste parti si 
prende per unitA e I'operazione del misurare si 
riduce in questo caso a quella del eontare. II 
risultato si esprime ugualmente con un numero. 

La misura pu6 condurre a tre specie di nu- 
meri, secondo che si presenta Tuno o Taltro dei 
seguenti casi. 

PiNCHERLE. 1 
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1.* Puo accadere che la quantita da misurarsi 
contenga un numero esatto di volte Tunita; in tal 
caso la misura e espressa da un numero intero. 

2.° Puo darsi che la quantity da misurarsi 
non contenga esattamente un certo numero di 
volte Tunita, ma che dividendo Tunita in parti 
eguali {parti aliquote), la quantita contenga un 
numero esatto di volte alcune di queste parti; 
in tal caso la misura e espressa da un numero 
Jrazionario. 

3/ Puo darsi infine che per piccole che si 
fac6iano le parte aiiquote delFunit^, queste parti 
non sienp mai.contenute iesattamente nella quan- 
tita da misurarsi; in tal caso la misura e espressa 
da un numero indommensurabile, che non si 
puo valutare'che per approssimazione in unita 
e parti aliquot^ deirunit^. 

In cio che segue ammetteremo che il lettore 
abbia gia imparate dairAritmetica ordinaria le 
regole della coniposizione e scomposizione dei 
numeri interi e frazionari, regole che costitui- 
scont) il Calcolo aritmetieo: che sappia come il 
risultato delle operazioni elementari ivi studiate 
si esprima serapre con numeri interi o frazionari, 
ad eccezione delle estrazioni di radice che pos- 
sono dare origine a^ numeri incommensurabili; 
infine che abbia visto come le definizioni e le 
proprieta delle operazioni elementari si possono 
estendere anche ai numeri incommensurabili (*). 



(1) Per una teoria completa di questi numeri v. Ana- 
list Algebrica, Cap. II. (Manuale Hoepli CXLI, Milano 1893). 
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2. DivisiONi dell'algebra in due parti. L' Al- 
gebra si divide in due parti. La prima, delta CaU 
eolo AlgebricOy od anche Aritmetica Generale, 
ha per oggetto di insegnare a comporre e scom- 
porre i numeri, ma le sue regole si applicano a 
numeri qualunque die si rappresentano con let- 
tere, mentre le regole del calcolo aritmetico o 
conteggio si applicano a numeri espliciti. Gosi 
per esempio le regole della moltiplicazione alge- 
brica non ci condurranno ad eseguire compiuta- 
mente le operazioni, ma a certe riduzioni che 
varranno per tutte le moUiplicazioni di una data 
specie. La seconda parte, che e TAlgebra pro- 
priamente delta, ha per oggetto la risoluzione 
delle equazioni, cioe da regole per le quali si 
possono trovare certe quantity incognite quando 
fra queste ed allre quanlita date passano delle 
relazioni conosciute. 

3. Primi bsempi di formule ALGEBRicHE. Gia 
neirAritmetica si hanno esempi di lettere ado- 
perate a rappresentare numeri qualunque. 

Per esempio, si dimostra in Aritmetica il se- 
guente Teorema, che vale per numeri qualunque: 

« II quadrato di una somma composta di due 
parti eonsia del quadrato della prima parte, piu 
il doppio prodotto dalla prima per la seconda, 
piu il quadrato della seconda parte. » E questo 
teorema si puo esprimere colla scrittura 



(a + 6)2 == a* + 2 X a X 6 + 6« ; 
tale scrittura, che si chiama formola algebrica. 
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da UQ esempio del linguaggio algebrico mediante 
ii quale si esprime senza alcuna ambiguita tutto 
cio che 6 enunciato in molte parole del teorema 
precedente. 

Un secondo esempio ci sara dato dal seguente 
problema : < Qual'e Tinteresse semplice dato da 
un capitaie di A lire, posto a frutto ad lin dato 
saggio per un dato numero di anni?» 

Per rispondere a tale domanda si indichi con 
i Vo il saggio deirinteresse, con t il numero di 
anni, con / Tinteresse cercato: si potra ragio- 
nare nel seguente modo: 

Se L. 100 messe a frutto per 1 anno danno L. i 
» » 1 » » » darA la centesima 

parte, cioe 

» » A » dara A volte tanto o 

iOO 

» » A > t anni dara t volte tanto 

ixAxt 

ssia 

100 

L'interesse cercato e dunque dato dalla/ormoZa 

ixAxi 



/ = 



100 



che espressa in parole, si traduce nella seguente 
regola : 
4c Per trooare Vinteresse semplice di una data 
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somma messa a frutto ad una data iassa e per 
un daio numero di anni, st moliipliea il eapitale 
per la tassa e per il tempo e si divide per iOO. » 

Ecco un ultimo esempio. 

4c Un operaio fa un lavoro in a giorni, un altro 
fa lo stesso lavoro in b giorni; in quanto tempo ul- 
limeranno quel lavoro adoperandovisi insieme?» 

Si ragiona come segue: 

Se il primo operaio fa il lavoro in a giorni, 

1 
esso fara in 1 giorno — del lavoro. 

a 

Se il secondo operaio fa il lavoro in b giorni, 

esso fara in 1 giorno — del lavoro. 

b 

Lavorando insieme, essi faranno in 1 giorno 

— h-r del lavoro, cio6 e se fanno 

a b axb axb 

del lavoro in 1 giorno ultimeranno il lavoro in 

a + b . . axb . . ^. . 

1 : -, ossia m giorni. Si ha cosi una 

axb a-{-b 

formola che da una regola genera le per tutti i 

problemi della stessa natura; la quale regola ge- 

neralizzata convenientemente si puo enunciare: 

« Se due cause il cui effetto sia proporzionale 

al tempo, agendo separate produeono un certo 

effetto in due tempi a eh rispettivamente, le due 

cause agendo insieme produrranno quelVeffetto 

in un tempo che sard dato dal prodotto dei due 

tempi a c b, diviso per la loro somma. » 

4. DeFINIZIONE DEI SEGNI E DEI VOGABOLI IM- 
PIEGATI IN algebra; ESPRESSIONI, TERMINI, SEGNI, 
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MONOMi, poLiNOMi. Gome in Aritmetica, i segni 
adoperati a denotare le varie operazioni sono: 

^^^j +> ""> x> •> V 

di cui e noto il significato, inoltre 

>> che si legge maggior di 
<C » * » mi nor e di. 

Una combinazione di piii lettere o numeri le- 
gati coi segni delle operazioni e un^espressione 
algebrica; cosi sono espressioni algebriche; 

axixt ^ 
100 ' 

II segno X si omette per lo piii fra due let- 
tere, o fra un numero ed una lettera; talche in 
luogo di 

axixt 

, 2 X a X 6 

100 

si scrive 

ait 

— , 2ab 

100 

La parola segno si suole attribuire in modo 
speciale ai segni delTaddizione (+) e della sot- 
trazione (— ). Quando un*espressione non ha alcun 
segno 4- o — , si deve sottintendere dinanzi ad 
essa 11 segno +. 

Si chiama termine ogni insieme di lettere e 
numeri contenenti un solo segno + o — ; il 
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segno -f- puo essere anche sottinteso. Le espres- 
sioni formate da un solo termine, come 

ait 

— , 2 ah 

100' 

si dicono monomi; e poUnomi sono le espres- 
sioni che contengono vari termini, come 

a H- 6, a2 + 2 a 6 + 62. 

Un polinomio a 2, 3 termini si dice binomio, 
trinomio, 

5. ESPRESSIONl INTERE, FRATTE, RAZIONALI ED 

iRRAZioNALi. Una espressione che non contiene 
denominatori, o che contiene nel denominatore 
soli numeri si dice espressione intera; un'espres- 
sione che contiene lettere nel denominatore e 
un'espressione fratta. Gosi: 

a 6, 

2 

sono espressioni intere, 

a a^'\-b^ 
> 6' a — b 

sono espressioni fratte. 

La radice m"'«'* di un* numero a e quel nu- 
mero che innalzato alFm"'"'* potenza produce a; 
essa si indica con 



V a; 
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il numero m si dice indiee della radice, e il 
segno v/ si dice radieale. Cosi 

5,— 



\73125 = 5, v/2401 = 7, 
perche 

55 =z 3125, 7^ = 2401. 

Una espressione algebrica si dice razionale 
quando non contiene segni radicali o contiene 
soli numeri sotto i radicali. Cosi 

^2 -f 68 __ 

T3^' v/2a + 56 

sono espressioni razionali. Un*espressione dicesi 
irrazionale quando contiene lettere sotto il ra- 
dicale. Cosi 



, — l-h\/a 
V a, 



1 — v/ a 

sono espressioni irrazionali. 

6. Parti di un monomio: grado, segno, coeffi- 
cient!, ESPONENTi. In un monomio si distinguono: 

a) il segno, che e -f- — ; il segno H- puo 
essere sottinteso. 

b) il coejfflciente : questo numero, primiti- 
vamente intero, precede il monomio ed ipdica 
quante volte esso va ripetulo. Pero per genera- 
lita si sono detti coefficienti i fattori nuraerici 
sia interi che frazionari od incommensurabili di 
un monomio. Esempio: 
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ha per coefficiente 4, che indica che Tespressione 
a^b^ va presa 4 volte: le espressioni 

_ 5 
soao monomi aventi per coefficienti v/2 e "i^- 

c)leletlere che compariscono nelmonomio; 

d)g\\ esponenti che possono essere attribuiti 

a ciascuna lettera : come 6 noto dairAritmetica, 

aw 

significa un prodotto di m fattori uguali ad a; 

e) il grado del monomio; ossia la somma 
degli esponenti delle sue lettere: se una lettera 
non ha esponente va sottinteso Tesponente 1. Gosi 

\ ' 5a^b^c 

I e un monomio del 6.® grado. 

7. Grado di un polinomio. — Polinomio ordinato 
e lettera ordinatrice. — polinomi omogenei. — 
Termini simili. — Valorb di un'espressione alge- 
BRiCA. Giascuno dei termini che compongono un 
polinomio ha il suo grado. II massimo di questi 

jL gradi da il grado del polinomio. Gosi il polinomio 

5 a 6 + 2 a3 6 — 4 a* 63 

e del 5.® grado. 
Un polinomio, in cui tutti i termini sono dello 
^ stesso grado, si dice omogeneo. 

Quando i termini di un polinomio contengono 
una stessa lettera e si succedono in modo che 
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gli esponenti di questa lettera vadano gradata- 
mente crescendo o decrescendo, il polinomio di- 
ces! ordinato in ordine crescente o decrescente 
rispetto a quella lettera, e la lettera stessa si 
chiama ordinatriee. Gosi 

4 a + 9 a2 — 15 a3 + 7 a* 

a x'^ -\- b X -\- e 

sono polinomi ordinati: il primo in ordine cre- 
scente rispetto alia lettera ordinatriee a, il secondo 
in ordine decrescente rispetto alia lettera x. 

Si dicono termini simili quelle che contengono 
le stesse lettere, ciascuna cogli stessi esponenti; 
essi possono differire nel coefificiente e nel segno: 

cosi 

— 5 a2 63, + 7 a* b^ 

sono simili, e invece 

3 a 62, 3 a 63 
non lo sono. 

II oalore numerico di un'espressione algebrica 
si ottiene sostituendo alle lettere che vi entrano 
numeri speciali ed eseguendo le operazioni in- 
dicate. 



Gosi il valore di 



per a = 10, 6 = 3 e 



ag + 63 
"a + 6 

109 



7 
a 62 



cosi il valore di 



6a2 



per a = 3, 6 = 2 non si puo esprimere per ora, 
perche si giunge ad una sottrazione impossibile. 
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GAPITOLO I. 
Addizione e Sottrazione. 

8. Oggetto deli/addizione. — Oggetto della 
soTTRAzioNK. UaddizioTie e un'operazione che ha 
per oggetto di riunire in un numero solo tutte 
le unita e parti di unita contenute in vari nu- 
meri (*). Questi numeri possono essere qua- 
lunque e si rappresenteranno con lettere in cio 
ciie segue, e: 

« Addizionare piu espressioni letterali signifi- 
chera trovare una nuova espressione tale che, 
qualunque siano i numeri che si sostituiscono 
alle lettere, il oalore della nuova espressione sia 
uguale alia somma dei valori delle espressioni 
primitive. » 



(1) Non insistiamo qui sulla estensione di questa defl- 
nizione ai numeri incommensurabili. La stessa osserva- 
zione valga anche per le altre operazioni fondamentali. 
V. il citato Manuale d' AnaUsi algebrtca. 
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La sottrazione e un'operazione che ha per og- 
getto di trovare Taltra parte di una somma co- 
nosciuta e di cui e conosciuta pure una parte. 
In altre parole: 

< Date due espressioni, la sottrazione ha per 
oggetto di trovare una terza (differ enza) che ag- 
giunta alia seconda (soitraendo) riproduca la 
prima (diminuendo), » 

Questa definizione si compendia nella scrittura : 

differenza -|- sottraendo z= diminuendo. 

9. AdDIZIONE E sottrazione DEI MONOMI. RlDU- 

zioNE DEI termini simili. Per sommare o sot- 
trarre due monomi non si fa altro che separarli 
col segno -1-0—. 

Cost il risultato delFaddizione di a ebea-^b; 
il risultato della sottrazione degli stessi numeri 
e a — 6. 

Se pero i monomi da sommare o da sottrarre 
sono simili (7) essi si possono ridurre. 

Sia infatti da sommare 

10 a* 63 e 2 a2 63, 
si puo dire che 10 a* 63 significa: 

« Tespressione a* 63 presa 10 volte », 
cosi 2a^b^ significa: 

< Tespressione a* 63 presa 2 volte, » 

e dovendole riunire si avra Tespressione a^b^ 
presa 12 volte, cioe: 

10a«63 + 2a2 63zz:l2a2 63. 
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Similmente 

9 a a?2 — 4 a a?2 zz 5 a a?2. 

II ragionaraento precedente non si potrebbe 
fare per termini non simili, perche non si possono 
sommare o sottrarre quantita di diversa specie. 
L'operazione indicata precedentemente si chiama 
riduzione dei termini simili. Eccone altri esempi: 

2 a3 6 + 5 a3 6 — 4 a3 6 = 3 a3 6, 

117 
— a^x a^ X H a^xziz 0,15 a^ x, 

20 25 50 ' 

a* a?3 + \/2a^ a?3 =: (1 -|- v/2) a^ x^ (*). 

10. Addizione e sottrazione dei polinomi. Re- 
gola L < Pep addizionare due polimoni si scrivono 
i termini del seeondo dopo i termini del primo. » 

Dimostrazione. Sia da sommare il polinomio 
a—- 6 + e col polinomio d — e+/, il che si m- 
diea con 

(a-.6-|-c) + (rf-.e+/). 

II polinomio rf — e + /ci indica che i numeri 
che si porranno in luogo delle lettere d e/sa- 
ranno da aggiungersi, mentre il numero e sara 
da togliersi, per cui il risultato sara 

a — h-^-e-^-d +/— e. 



(1) Si usa la parentesi per indicare che una certa ope- 
razione porta su tutti i termini racchiusi entre essa pa- 
rentesi, come se fossero un numero solo. 
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Ma il numero delle unitA del risultato rimane 
il medesimo in qualunque ordine si aggiungano 
o si tolgano le unita dei singoli termini, il che 
siesprinae dicendo che il valore di un polinomio 
non si altera cambiando di posto i suoi termini, 
e percio il risultato sar^ 

a — 6 + c + d — e -f-/ 

che si e ottenuto scrivendo il secondo polinomio 
al s^guito del primo, c. d. d. 

Regola IL « Per sottrarre due polinomi si scri- 
vono i termini del secondo, cambiati di segno, 
al s^guito del primo. » 

Dimostrazione. Sia da sottrarre dal polinomio 
a — 6 -|- c il polinomio rf — e +/, il che si indica 
con 

(a-6-f-c)-(rf — e+/): 

dico che il risultato sara 

a — 6-hc — rf-f-e — /. 

Infatti, se questo e il risultato, aggiungendovi 
il sottraendo, si deve ritrovare il diminuendo 

a — 6 -I- c. 

Ora aggiungendo rf — e4-/colIa regola I, si 
trova 

a — 6 + ^""^ + ^ — /+ rf — e +/; 

ma in forza deila riduzione dei termini simili, 
— cZ e + ^> +/ ^ — /) + e e — e si distruggono 
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e rimane 

o-'-^^ + c 

come si doveva trovare. 

Osseroazione, Ogiiiqualvolta il risullato d'una 
addizione o sottrazione algebrica contiene termini 
slmill,questi vaano r^do^^^' come abbiamo indicate. 

Esempio: Sia da sottrarre 

da 

Ila3 6+20a2 62 + 7a63. 

L*operazione si indica con 

1 1 aH + 20 a^ 62 + 7 a 63 — (1 2 a ^>3 

-I- 5 a2 6« — 9 a3 6) 

ed eseguendola coUa regola II, 

ma riducendo i termini simili: 

ii a^ b + 9 a^b danno 20 a' 6 
20a2 62 — 5a2 62 > 15 a* 6* 

e viene 

20 a3 6 + 15 a2 62 + 7 a 63 — 12 a 63. 

I due ultimi termini sono simili, ma non si 
possono ridurre (per ora) perche 12 non si puo 
sottrarre da 7. 
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CAPITOLO IL 
I Humeri negatiTu 

IL SOTTRAUONI ARtTMKTlCA.MSXTS IMPOSSIBILJ. 

Se dal nuniero a $1 vuol soUrarre il numero 6, 
Toperazione si iiulica con 

dove o e 6 slanno a rappr«$enlare numeri qualun- 
que. Ma quaixlo in luogv^ di « e 6 noi porremo 
efiHU vaiuente due numeri particolari. Tv^perazioQe 
iKua sar^ pi>$$ibUe ehe se a>^6 o se a::z6. Per 
esemplo ponendo a^r^ 6 = 11, la solirazioae 

sarebbe aritmetioamente impos^ibile. 

PervS neirAlgebra, alK^ scv^^x^ di viare alle re- 
sole ed ai risultali la massiiua generalita e di 
sebiYare le eoco/iouu si prooura uienre rintro- 
duzione di nuove s^Hvi^> di autuert opportuna- 
mente deliaiU\ di rtnul<:>re ix>ssibid auche quelle 
operazioai ehe m>n SK>no ese^ibili eoi uumeri 
defiuili precovlouUnwoute : ^\v^ le s*.ntraiiom aril- 
melicamente ineso^ubili si r\^ndono poss^ibili al- 
largando il oau^H^ doi uumen e preoisamente 
merce TinUvdvuiouo doi numerx neytuw. 

introduxioue di qviosti numori si tonda sui se- 
gueati prtnci^>i: 
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a) La serie dei numeri natural! che nell'Arit- 
metica incomincia collo zero 

\}y Xj ^y ijym 

si puo continuare anche al di M dello zero, con 
numeri preceduti dal segno — e che si diranno 
negativi; talch^ la serie dei numeri interi sara 

b) D'ora in poi i segni + e — anzich6 segni 
di operazioni, si riguarderanno come apparie^ 
nenti al numero che precedono (il segno -|- ordi- 
nariamente 6 sottinteso) e come equivalenti delle 
parole uniid da aggiungerey unitd da togliere, 
Gosi la sottrazione 

11 — 8 

si potra riguardare come la riunione dei due 
numeri 

+ 11,-8 
ossia 

11 unita da aggiungere e 

8 unita da togliere. 

S'intenda da aggiungersi o da togliersi a qual- 
siasi numero che potrebbe precedere. 

c) Terzo principio e il seguente: ogni unita 
negativa annulla o distrugge una unita posi- 
tiva: ossia 

+ le — 1 insieme danno 

per cui anche, per esempio 

4-45e — 45 insieme daranno 0. 

PlNCriERLE. 2 
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A questi numeri si puo dare un signiflcato con- 
crete: per esempio possiarao riguardare i nu- 
meri rappresentanti 

X —5—4—8—2—1 i 2 3 4 5 Y 

lunghezza di 1, 2, 3,... metri contati sopra una 
retta indefinita a partire da un punto fisso 0; ora 
le lunghezze possono contarsi a destra o a si- 
nistra del punto 0: per distinguerle si potranno 
riguardare le lunghezze contate a destra come 
rappresentate da numeri ordinari o positioi, e 
quelle contate a sinistra come rappresentate dai 
nuovi numeri negativL 

13. Operazioni sui numeri NEGATivi. Gou que- 
sti principi si rendpno possibili tutte le sottra- 
zioni. Abbiasi per esempio Toperazione 

8—11. ^ 

Per il principio 6) si riguardera questa ope- 
razione come formata dalFaggregato di 

+ 8 e —11, 
cioe di 

8 unita da aggiungere, 
11 » da togliere. 

Ma per il principio c) 8 unita da aggiungere 
distruggono 8 unita da togliere, e rimangono 3 
unita da togliere, talche 

8 — 11 = — 3. 
L'operazione 

— 11+8 
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non differisce evidentemente dalla precedente. 
L'operazione 

11 + (-8) 

che significa: 

< riunione di 11 unita da aggiungere con 8 
unit^ da togliere, » 
non differisce pure dalla precedente. 
Loperazione 

11 -(-8) 

significa invece: trovare quel numero che ag- 
giunto a (—8) dia 11, cioe da cui soitratto 8 pi- 
manga 11: e questo sara 

11+8 = 19. 

Si esprime quesrultimo risultato dicendo: 
« che sottrarre un numero negativo equivale 
ad aggiungere lo stesso numero preso come po- 
sitivo. » 

14. Riassumendo, si possono enunciare le se- 
guenti resrole di addizione e sottrazione dei nu- 
meri negativi: 

I. « Per eseguire una sottrazione qualunque 
si leva dal numero maggiore il minore, dando 
al risultato il segno del maggiore »: cosi 

11—8 — 3, 8— 11 = — 3. 

II. « Per sommare un numero negativo si 
sottrae lo stesso numero preso positivamente: » 
cosi 

11 +(— 8)z=ll— 8 = 3. 
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III. < Per sottrarre un numero negativo si 
addiziona lo stesso Qumero preso positivamente »: 
cosi 

11 — (— 8)=irll + 8 = 19. 

Queste due regole si possono esprimere coUe 
formole: 

a + (— 6) = a — 6, a — (— 6) r~ a -f- 6. 

15. Osservazioni. La regola I si applica anche 
alia riduzione dei termini simili: per eserapio 

7 a 63 _ 12 a 63 
significa 

a 63 (jia aggiungere 7 volte e 
» da sottrarre 12 volte, 

cioe in conaplesso da sottrarre 5 volte, ossia 

7 a 63 — 12 a 63 =: — 5 a 63. 

Cosi la sottrazione data conne eserapio al § 10, 
da per risultato 

20 a3 6 + 15 a2 62 — 5 a 63. 

16. SUL SIGNIFICATO CONGRETO DEI NUMERI NE- 

GATivi. Circa al significato concreto da attri- 
buirsi ai numeri negativi si puo dire che: 

« Quando una grandezza e suscettibile di 
essere misurata in due sensi opposti, se il nu- 
mero positivo serve a misurare la grandezza in 
uno dei due sensi, il numero negativo serve a 
a misurarla nel senso opposto. » 
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Esempi di grandezze suscettibili di misura in 
due sensi o direzioni opposte sono: 

tempo: in passato o in avvenire; molo: a 
destra o a sinistra, verso Talto o verso il basso; 
forze: accelerazione o rallentamento, repulsione 
od attrazione: 

somme di denaro: guadagno o perdita, cre- 
dito o debito; 

lunghezze contate sopra una retta: a destra 
o a sinistra di un dato punto. 

Cosi: se + 5 ore significa fra 5 ore^ — 5 ore 
significhera 5 ore fa. 

Cosi: se una persona ha 1200 lire di credito e 
800 di debito la sua sostanza sara di 400 lire; se 
ha 1200 lire di debito e 800 di credito, la sua so- 
stanza sara di — 400 lire, cioe sara in debito di 
400 lire. 

II numero negativo si dice minore di zero e 
tan to pill piccolo quanto piii grande e il suo va- 
lore assoluto (cioe astrazion fatta dal segno). Cio 
verra spiegato con maggior precisione in se- 
guito (§92); ma intanto si osservi che chi ha 
nulla e piii ricco di chi ha 400 lire di debito: 
chi ha 400 lire di debito e piii ricco di chi deve 
1000 lire Questo esempio, benche assai volgare, 
vale pero a chiarire il concetto di grandezza 
relative dei numeri negativi. 



22 Algebra elemeniare. 



CAPITOLO III. 
Moltiplicazione. 

17. Dbfinizione generale. «La moltiplicazione 
e una operazione che ha per oggetto, dati due 
nuraeri a e b, a detto moUiplieando e b molU- 
plicatore, di trovare un terzo numero detto pro- 
dottOy che sia formato col naoltiplicando come il 
moltiplicatore e formato coirunita. » 

Per inlendere chiaramente questa definizione, 
conviene osservare che ogni numero e formato 
colFunita. Gosi 

5 e formato prendendo Tunita 5 volte; 

7 
— 6 formato prendendo Tunita due volte, 

piu un terzo della unita; 

^ = 1,4142.... e formato prendendo I'unita, 

4 1 4 

piu — delFunit^, piu — - dell'unita, piii del- 

* 10 ^100 1000 

I'unita, piu, ecc. 
In virtu della definizione precedente: 

axb sara 5 volte a; 

7 1 

rtx — sar^ a due volte piu~- di a; 

a. ^2^ = ax 1,414.... sara a preso una volta 

4 14 
piu — di a, piu — di a, piu di a, ecc. 

*^ 10 ' ^ 100 ' ^ 1000 
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II prodotto dei due numeri a e 6 si indica con 
axb, con a. b ed anche con a h. 

18. MoLTiPLicAzioNE DEI MONOMf. In un monomio 
abbiamo distinto varielementi; segno, coef!icier\te, 
Jettere, esponenti : converra dare regole separate 
e speciali per ciascun di easi: 

a) In quanto ai segni si possono presentare 
quatlro diverse connbinazioni: 

1.° un monomio positivo x per un m. positivo; 

2.° un monomio positivo x per un m. ne- 
gativo; 

3.** un monomio negativo x per un m. po- 
sitivo; 

4.° un monomio negativo x per un m. ne- 
gativo; i quali quattro casi si possono indica re 
per brevita con: 

+ x-f- 

+ x- 
-x + 

— X — 

e si tratta di trovare in questi quattro casi quale 
sara il segno del prodotto. 

i,^ Se si ha + X +, si deve per la defini- 
zione generale trovare un numero che sia com- 
posto col moltiplicando come il moltiplicatore e 
composto coirunitA. Ma Tunita e assolutamente 
positiva (+1), e il moltiplicatore e dello stesso 
segno, perche e+:dunque il prodotto sara del 
segno del moltiplicando, ma il moltiplicando 6 +> 
dunque il prodotto sarA -f-. 
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zy Se si ha — x+j lo stesso ragionainenlo 
dimostra che il prodotto sar^ negative. 

3.° Sia ora -f-x— : il prodotto deve essere 
rispelto al moltiplicando come il moltiplicatore 
e rispetto alFunita, ma il moltiplicatore e di segno 
contrario aH'unita, dunque il prodotto sara di se- 
gno contrario al moltiplicando: questo e +, dun- 
que il prodotto sara — . 

4.° Lo stesso ragionamento fatto nel 3.^ caso di- 
mostra che avendosi — x — , il risultato sara +• 
Questi risultati si riassumono nella seguente 
regola,detta regoladeisegni^eXXOi moltiplicazione: 

Regola: + molti plica to per -f- da + 

I- » » — » — 

— » » -|- » — 

— » » — » + 

o anche 

« un prodotto di due fattori dello stesso se- 
gno e sempre positivo: un prodotto di due fattori 
di segno contrario e sempre negativo. » 

b) Siano da moltiplicare due monorai, potenze 
di una stessa lettera; w^x a». 
Sappiamo che 

a'» significa a.... preso m volte come fattore; 
a» > a... » n > » » 

il prodotto 

conterra dunque m-{-n volte il fattore a, e quindi 
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sara a«*H- «: abbiarao cosi la formola 

che enunciata in parole, equivale alia seguente: 

Regola. < Per raoltiplicare due potenze di una 
stessa lettera si innalza la lettera ad una potenza 
indicata dalla somma degli esponenti. » 

c) Ricordando poi il teorema d*Aritmetica, che 
per moltiplicare un prodotto per un altro basta 
moltiplicare il primo successivamente per tutti i 
fattori del secondo (*) si vede che bisogna molti- 
plicare fra di loro i due coefficienti ed indicare 
senz'altro la moltiplicazione per le lettere non 
comuni: si ha cioe la seguente regola generale: 

Regola. « Per moltiplicare due monomi si 
osserva la regola dei segni, si moltlplicano i co- 
efficienti, si sommano gli esponenti delle lettere 
comuni e si scrivono di seguito le lettere non 
comuni. » 

Esempi: Sia 

4 a^b^ex^a^e^d. 



II prodotto e 

Sia 

2 



30. aP c* 62 d. 



ab^ X 



(-4-a3,u), 



II prodotto e 



\ 2 

15 



(1) Legge associativa della moltiplicazione. 
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19. MOLTIPLIGAZIONE Dl UN POLIMONIO PER UN 

MONOMio. La moltiplicazione di un polinomio per 
un monomio si fonda sul nolo priiicipiodeirarit- 
metica (0 : « che per moltiplicare una sorama per 
un numero basta moltiplicare tutte le parti della 
somma per il numero. > 

Avendosi dunque un polinomio da moltiplicare 
per un monomio, si moltiplicheranno tutti i ter- 
mini del polinomio successivamente per il mo- 
nomio; i termini del polinomio essendo tutti 
monomi, si avranno da fare tante moltiplica- 
zioni appartenenti tutte al caso precedente. 

Sia ad esempio 

(2 a 6 + 3 a2 — 6 c) (— 5 a^ b^) 
che e Vindicazione della moltiplicazione di 

per 

si avranno da somma re i risultati delle 3 mol- 
tiplicazioni del primo caso : 

2 a 6. (— 5 a* 6«) 
3 a*. (— 5 a« 6«) 

ed eseguendo: 

— 10 a3 63 _ 15 ^4 ^2 _f. 5 fl2 63 c. 



(M Legge distributiva della moltiplicazione. 
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Essendo dimostrato in generale dall'Aritmelica 
che si puo in qualsiasi moltiplicazione alterare 
Tordine dei fattori senza che venga alterato il 
prodotto (*), si ridurra la moltiplicazione di un 
monomio per un polinomio alia moltiplicazione 
di un polinomio per un monomio. 

Avviene talvolta che occorre di soetituire ad 
una moltiplicazione del 2.® caso eseguita la slessa 
moltiplicazione del 2.° caso indicata; questa so- 
stituzione, frequentissima nella pratica del cal- 
colo algebrico, chiamasi « raccoglimento dei fat- 
tori comuni. » 

Gosi nel polimonio 

a* 6 — a 6 c« + a3 62 (1) 

si trova in tutti i termini 11 fattore a h, cioe il 
polimonio dato e il prodotto del polinomio 

a — c* -f a* 6 

per a6, e si pud sostituire alia operazione (1) 
eseguita, Toperazione stessa indicata: 

a 6 (a — c* + a* b). 

Cosi nel polinomio 

4a3 + 5a2 + 2a 

si scorge in tutti i termini il fattore a, e raeco- 
gliendo : 

a(4a« + 5a + 2). 



(^) Legge commutativa della moltiplicazione. 
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20- MoLTiPLicAzioNE Di DUE poLiNOMi. Regola 
< Per moltiplicare due polinomi, si moltiplicaoo 
tutti i termini del moltiplicando successivamente 
per ogni terraine del naoltiplicatore. » 

Dimostrazione. Abbiasi da moltiplicare il po- 
linomio 

a — 6-]- c 

per 

Toperazione si indica con 

Riguardando per un momento il primo poli- 
nomio come una quantita che compendieremo 
colla lettera M, avrerao la moltiplicazione 

che sappiamo eseguire: ed il risultato e 

Md — Me + Mf 

Ponendo per M la sua espressione a — 6 -f- c, 
avremo 

(a — b'\'C)d^(a^b-{-c)e'{-{a'—b-\- e)f, 

che sono tante moltiplicazioni del caso prece- 
dente; eseguendolo, tenuto conto della regola 
per la sottrazione dei polinomi, si avra 

ad'—bd'\-ed^ae-\-be — e e+ a/— 6/+ cf, 

il che dimostra la regola enunciata. 
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La moltiplicazione di un numero qualunque 
di polinomi si fara moltiplicando il primo pel 
secondo, poi il risultato che e un nuovo polino- 
mio, per il terzo, e cosi via. 

21. Moltiplicazione dei polinomi ordinati. II 
prodotto della moltiplicazione dei polinomi si puo 
semplificare quando i faltori sono polinomi or- 
dinal! per le potenze crescenti o decrescenti di 
una stessa lettera; infatti esso puo contenere 
molti termini simili che si riducono fra loro. 

Nella pratica si sogliono scrivere in linee oriz- 
zontali i vari ppodotti parziali ottenuti moltipli- 
cando il primo fattore successivamente per i 
singoli termini delTaltro; questi prodotti parziali 
si scrivono in guisa che i termini simili siano 
posti in colonne vertical!: quindi si scrive il 
prodotto totale dopo fatta la riduzione dei ter- 
mini simili. Esempio: 

7 a?3 — 3 a?2 4- 9 a? 

56 a?7 — 35 a?6 4- i4 a?5 — 28 a?* + 49 a?« 

— 24a?6-f-15a?5— 6a?*-(- 12a?3 — 21 a?^ 

72a?5 — 45a?*+18a;3 — 36a?2 + 63a? 

56a?7— 59a?« + 101a?5 — 79a?* + 79a?3 — 57a?2+63ie. 

Talvolta le riduzione sono tali da fare sparire 
tutti i termini intermedi, rimanendo solo il primo 
e I'ultimo termine. Esempio: 

a?4 + a?3 + a?2 + a?+l 
x — i 



x^ 
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La prova della moltiplicazione si puo fare col- 
Tin versione dei fattori, come neli'Aritmetica. 

Teorema. < Nella moltiplicazione dei polinomi 
ordinali, il primo e T ultimo termine del prodotto 
provengono senza riduzione dai prodotti rispeltivi 
dei 2 primi e dei 2 ultimi termini dei due fattori. » 

Infatli nei prodotti parziali si riducono i termini 
simili, i quali sono dello stesso grado; ma il pro- 
dotto del primo termine del moltiplicando per il 
primo del moltiplicatore ha il grado massimo 
quando i polinomi sono ordinati in ordine cre- 
scente, minimo se ordinati in ordine decrescente: 
e il prodotto delTultimo termine del moltiplicando 
per I'ultimo del moltiplicatore e respettivamente 
del grado minimo, o massimo; essi quindi non si 
riducono con alcun altro termine del prodotto. 

L'analogia che si manifesta fra la moltiplica- 
zione dei polinomi ordinati e quella dei numeri 
interi si spiega quando si osservi che un numero 
intero si puo riguardare come un polinomio or- 
dinato per le potenze di dieci. Esempio 

45392 = 40000 + 5000 + 300 + 90 + 2 

= 4. 10* + 5. 103 _|_ 3, 102 ^ 9, 10 +2 

ed esprime il valore del polinomio 

4^* + 5a?3 + 3a?2 + 9a? + 2 
per 

a? + 10. 

22. Applicazioni della moltiplicazione. a) Si 
eseguisca la moltiplicazione 

(a + 6) (a + b): 
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si trova 


- 




a + h 




a + h 




a^-\- ah 




ab + b^ 




a2 + 2 a 6 + 62 


risultato 


gia noto dall'aritmetica, e che si esprirae 


colla formola 




{a + b)^ — a^-\-2ab + 6^. 


b) Si 


moltipliciii il polinomio 




a8 + 2a6 + 62 — (a+6)2 


per 






a + b 


e si trova 




a^ + 2ab + h^ 




a-\-b 




a^ + ^a^b + ab'^ 




a^b + ab^ + b^ 



a3 + 3 a2 6 + 3 a 62 + 6^. 

cio^ 

(a + 6)3 = a3+ 3 a2 6 + 3 a 62 + 63. 

c) Si moltiplichi a-^b per a — b e si avra 

a + 6 
a — 6 



a2 + a6 
— a 6 — 62 

a2 — 62 
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donde la formola notevole: 

a« — 62-.(^^5) (a — b) 

che equivale al 

Teorema: « Moltiplicando la somma di due nu- 
meri per la loro differenza si otliene la diffe- 
renza dei quadrati di quest! numeri. » 

Esempio: 

(11+7) (11 —7) = 112 — 72. 



GAPITOLO IV. 
Divisione. 

23. Definizione generale. « La divisione e una 
operazione che ha per oggetto, dati due numeri 
aeby di trovare un numero detto ^/ao^/en^e che 
moltiplicato per b riproduca a. » 

II numero a dicesi dividendo, il numero b si 

dice dlvisore: il quoziente si indica con — e si 

6 

chiama anche /ra^ione algebrica. La definizione 

della divisione si puii esprimere colla formola 

- X 6 = a. 
b 

La divisione 6 Toperazione inversa della mol- 
tiplicazione, come la sottrazione e Toperazione 
inversa della addizione. 

24. Divisione dei monomi. Gome nella moltipli- 
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cazione dei monomi, anche per la divisione dob- 
biamo dare le regole relative ai vari elementi 
che corapongono un monomio. 

a) Regola dei segni. Gome per le moltipll- 
cazioni, quattro sono le combinazioni che si pos- 
sono presentare in quanto ai segni; esse si pos- 
sono riassumere brevemente con 

+ diviso per + 

-J- » » — 

— » ^^ "j" 

— y> » — 

Nella prima combinazione, si deve trovare un 
segno che moltiplicato per + dia +> ^^ questo 
dalla regola dei segni, sappiamo essere il +. 
Cos! nella seconda combinazione, si deve trovare 
un segno che moltiplicato per — dia +> Hia que- 
sto non puo essere che — . Ragionando simil- 
mente negli altri casi, si giunge alia regola. 

+ diviso per + d6 + 

-|- » » — . » — 

— » ^ '\- > — 

— » » — » -)- 

che si pu6 enunciare: 

« Se il dividendo ed il divisore hanno lo stesso 
segno, il quoziente 6 positivo; se hanno segno 
contrario, il quoziente 6 negativo. » 

b) Abbiansi da dividere due monomi che 
siano potenze di una stessa lettera: per esempio 
sia da dividere 

a^ per a^. 

PiNCHERLE. 3 
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Bisogna trovare quella quantity che moltipli- 
cata per a^ da a^, e questa 6 a^: perch6 

In generale, avendosi da dividere 

a"» per a« 
e supposto m'>n, il quoziente sara 

amn 

perche si e visto (§ 18, b) che 

amtt X a« = a*". 

Occorre che sia m :> ti perche nel caso diverse 
di m^n, Tapplicazione della regola condur- 
rebbe ad un esponente negative o nuUo, che per 
ora non ha alcun significato. 

c) Dalle cose dette, e ricordando il prin- 
cipio deirAritnnetica che per dividere un prrdolto 
per un nuniero basta dividere uno dei suoi fat- 
tori, da cui risulta che si possono sopprimere le 
lettere (fattori) comuni al dividendo ed al divi- 
sore, segue la 

Regola: « Per dividere due monomi, si tiene 
conto della regola dei segni, si dividono i coef- 
ficient! colle regole deirAritmetica, si sottrag- 
gono gli esponenti delle lettere eguali se Tespo- 
nente nel dividendo supera quello nel divisore, 
e si soppriniono i fattori connuni. » 

Esempio. Abbiasi da dividere 

24 flS ftc per — 3 a« b*, 
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Si indica con 

24 a5 b^ 



— 3a^b^ 



I'operazione, che eseguita colla regola pnece- 
dente, dd 

— 8 a3 b\ 

Gosi 

— 18 a* 62 c _ 6c 

+ 21 a5 63 "" "" 7 a 6' 

Avendosi da dividere 8 m per 5n non si puo 
fare altro che indicare Foperazione mediante la 
frazione algebriea: 

8m 

5 n 

Quando il risultato di una divisione puo porsi 
sotto forma intera (§ 5) il dividendo si dice dim- 
sibile per il divisore. Gosi: 

24 a^ 66 

e divisibile per — 3a2 6*. 

Quando un'espressione non e divisibile per 
un'altra, il quoziente si rappresenta sempre con 
una frazione algebriea. 

25. Divisione di un polinomio per un monomio. 
Per dividere un polinomio per un monomio si 
dividono le varie parti del polinomio per il mo- 
nomio. Gosi: 

a + 6 — c 
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diviso per m, d6: 

a 



+ — -— ; 



infatti 



m m m 
( 0. 



m ml 



m 



m m m 
am b m cm 

m m m 
= a']-b — c. 

In alcuni casi il quoziente risulta intero. Cosi: 

3a^b + 42ab^-^iSabc 

Sab 
= a+Ub^6c. 

21. DivisiONE DEI poLiNOMi oRDiNATi. Nella mas- 

sima parle dei casi non si puo eseguire la di- 

visione di due polinorai e bisogna contentarsi di 

indiearla con una frazione algebrica. Cosi, aven- 

dosi da dividere a + 6 per m-^n, non si puo fare 

altro che scrivere 

a + b 

m — n' 

Ma quando il dividendo ed il divisore conten- 
gono una stessa lettera, si dirA che la divisione 
^ possibile quando il quoziente si potra esppi- 
mere raediante un polinoniio intero contenente 
la stessa lettera. I polinomi da dividere sono 
solitamente ordinati per le potenze crescenii o 
decreseentl di quella lettera. 

Teorema I. « Nella divisione di due polinomi 
ordinati per le potenze decrescenti di una stessa 
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leltera, e supponendo ordinate in ugual modo 
anche il quoziente, il primo termine del quoziente 
risulta senza riduzione dalla divisione del primo 
termine del dividendo per il primo termine del 
divisore. » 

Dlmostrazione. Infatti per dejinizione il quo- 
ziente raoltiplicato per il divisore da il dividendo; 
ma dalla molliplicazione dei polinomi ordinati il 
primo termine del dividendo provienese/i^a ri- 
duzione dal primo termine del divideSde per il 
primo termine del quoziente (§21); percio, divi- 
dendo ii primo termine del dividendo per il primo 
del divisore si avra il primo termine del quoziente. 

Teorema IL « Se dal dividendo si sottrae il 
prodotto del divisore per il primo termine del 
quoziente, si otterr^ un dividendo parziale che 
e generato dal prodotto del divisore per gli altri 
termini dei quoziente. 

Dimosirazione. II dividendo e il prodotto del 
divisore per Tintero quoziente : se dal dividendo 
si toglie il prodotto del divisore per il primo 
termine del quoziente, cio che rimane rappre- 
senter^ il prodotto del divisore per gli altri ter- 
mini del quoziente in forza della legge distribu- 
tiva (§ 19) della moltiplicazione. 

In questi due teoremi si contiene tutta la teoria 
della divisione dei polinomi; essa si chiarira 
meglio con un esempio. 

Abbiasi a dividere 

D^a^ + ex^ + ix^ — ix^ + x—i 
per 



rfz=a?2-pa? — 1 



38 Algebra elementare. 

II ppimo termiae del quoziente ppoviene dalla 
divisione del primo termine del dividendo per ii 
primo termine del divisore; esso sara dunque 



Moltiplicando se^ per il divisore, troviamo 

a?s -f- a?* — a?3 

e queslo e il prodotto di d per il primo termine 
del quoziente; togliendolo da Z>, cio che rimane 
sara il prodotto di d per gli altri termini del 
quoziente. Togliendo da D il polinomio 

aj5 _|_ ^4 __ aj3 

colla regola della sottrazione dei polinomi, e ri- 
ducendo i termini simili, si trova 

Questo e un dividendo parziale, che diviso per d 
dara gli altri termini del quoziente, e per la slessa 
ragione di prima converra dividere 5 x^ per a?*. 

Si trova cosi 5a?*,secondo termine del quoziente; 
moltiplicando il divisore per 5^?^ e levando il ri- 
sultato dal 1.° dividendo parziale, troviamo un 
nuovo dividendo parziale che e il prodotto della 
moltiplicazione del divisore per i rimanenti ter- 
mini del quoziente; questo 2/ prodotto parziale ci 
servira a trovare il terzo termine del quoziente; 
moltiplicando questo termine per il divisore e 
togliendo il prodotto del 2.° dividendo parziale, 
troviamo per resto zero, il che indica che si 
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sono trovati lutti i termini che compongono il 
quoziente. 
L*operazione si dispone nel seguente modo: 



a?54-6a?* + 4a?3 — 4a?2 + a? — 1 
— x^ — a?^ + a?3 



a?2 -}- a? — 1 



5a?4 
— 5a?^ 


+ 5a?3 
"-5a?3 


— 4a?«+a?- 
+ 5a?2 


-1 






a?2 + a? 1 





a?3 + 5«2_[_2 



0. 



Per riprova, si moltiplica il divisore per il 
quoziente e si ritrova il dividendo. 

a?3 + 5 a?2 + 1 



a?5 + 5a?4 + a?2 

a?* + 5 a?3 -}- a? 
— a?3 — 5a?? —1 

a?5 + 6 a?^ + 4 a?3 — 4 a?2 + a? — 1. 

27. Del resto. L'operazione non termina sem- 
pre come neiresempio precedente; il piu delle 
volte succede che invece di trovare una diffe- 
renza nulla nelFultima sottrazione, si trova una 
differenza costituita da un polinomio di grado 
inferiore al divisore; allora la divisione non si 
ptio continuare, e quella ultima differenza si 
chiama resto deU'operazione. 
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Riguardando un numero intero come un poH- 
nomio ordinato per le potenze di 10, la divisione 
dei numeri interi presenta una notevole analogia 
colla divisione dei polinomi ordinati, quale Tab- 
bianio sviluppata. 

28. FORMOLA GENERALB DELLA DIVISIONE. ReGOLA 

GENERALE. Se iudichiamo con 

D . . . il dividendo 
d . . . \\ divisore 
(/ . . . il quoziente 
r . . . il resto 

si ha la seguente formola generale per la divi- 
sione 

D — dxq-^-r (A) 

e Taltra equivalente 

D r 

Quando vi e un resto la prova si fa moltipli- 
eando il divisore per il quoziente ed aggiungendo 
il resto: si deve ritrovare ii dividendo. 

Riassumendo, la regola per la divisione dei 
polinomi ordinati e la seguente: 

Regola, <Per trovare il quoziente della divisione 
di due polinomi ordinati rispetto alle potenze de- 
crescenti della stessa lettera si divide il prime ter- 
mine del dividendo pel primo termine del divisore 
e si ha cosi il primo termine del quoziente. Si 
moltiplica il divisore per questo primo termine e 
si sottrae il prodotto del dividendo: si ottiene cosi 
un primo dividendo parziale sul quale si opera 
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come sul dividendo stesso e si trova il secondo 
termine del quozjente: e cosi di seguito finche 
si giunge ad un resto zero o ad un dividendo 
parziale di grado inferiore al divisore: questo 
dividendo parziale ultimo porta il nome di resio 
deU'operazione. 
29. Divisions dei polinomi ordinati per le po- 

TENZK CRESCENT! DI UNA LETTERA. Nel modo StesSO 

cbe si fa la divisione di due polinomi ordinati per 
le potenze decrescenti, si pud anche fare la divi- 
sione di due polinomi ordinati per le potenze cre- 
scenti di una stessa lettera; quando la divisione 
non da luogo a resto, il risultato riesce il mede- 
simo che se i polinomi sono ordinati in ordine de- 
crescenle, salvo che il quoziente pure e ordinate 
in ordine crescente. Ma se la divisione non da 
luogo ad un quoziente esatto, non si irova resto in 
questo caso, ed invece la divisione prosegue in- 
definitamente e gli esponenti nel quoziente vanno 
aumentando continuamente. Eccone un esempio: 



1+a? 



1— « 



l+2a? + 2a?« + 2a?3 + ... 



2 a? 

2 a? + 2 a?« 



2a?« 

2«2-^2a?3 

2a?3 



Tali quozienti non verranno qui presi in con- 
siderazione. 
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GAPITOLO V. 

Divisibility e massimo comun divisore 

dei polinomi. 

30. DkFINIZIONE E PRIMI TEOREMI SULLA. DIVISI- 

BiLiTA. Allorquaado, eseguendo la divisione di 
un polinomio ordinate per un altro polinomio 
ordinate secondo la regola del § 28, si trova per 
resto zero, si dice che il primo polinomio e di- 
visibile per il secondo, o che il secondo e diol' 
sore del primo. 



Gosi 



e divisibile per 



cosi 



3 a?2 + 5 0? — 2 



a? + 2; 



a?2 — 1 



e divisibile per 



a? — 1. 



Sulla divisibilita dei polinomi si possono enun- 
ciare le seguenti proposizioni fondamentali: 

Teorema I. « Quando due polinomi sono divi- 
sibili per un terzo, anche la loro somma e di- 
visibile per questo terzo. > 

Teorema IL < Quando due polinomi sono divi- 
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sibili pep un lerzo, anche la loro differenza e 
divisibile per questo terzo. y^ 

31. DivisiBiuTA Di a" — 6« per a-^b. 

Teorema: « La differenza delle potenze siinili 
di due numeri e sempre divisibile pep la diffe- 
penza di questi numeri. » 

Questo teorema impoptante e fecondo in appli- 
cazioni si puo esppimepe coirenunciato abbre- 
viato: « a« — 6« 6 semppe divisibile pep a — 6. » 

Pep dimostpape il teorema, si divida anzitutto 
la diffepenza delle seconde potenze di due nu- 
mepi a e h pep la diffepenza a — by poi la diffe- 
penza delle terze potenze, poi delle quapte, e 
cosi via: si eseguiscano cioe le operazioni: 
a? — 6« a3 — 63 ^4 _ i^a 



., 



a — b a -— b a ^ b 
e si tpova: 

a2— 62 



a —b 

a^—b^ 

a —b 

a* — b^ 



=za + b 



= a^ + ab + b^ 



= a3 + a8 6 + a 62 + 63 



a— 6 

ed i pesti di tutte queste divisioni sono nuUi. I 
quozienti di esse divisioni sono fopmati colle se- 
guenti pegole: 

a) Essi sono di gpado infepiope di una unita 
al dividendo, e contengono tanti tepmini quante 
sono le unita del gpado del dividendo. 

6) Essi sono omogenei, opdinati pep le po- 



i 
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tenze decrescenti della prima letters e crescenti 
della seconda. 

c) Tutli i loro termini hanno per coefficiente 
1 (che si sottintende) e per segno +• 

Queste regole, che si sono verijieate per le 
prime divisioni, sono generali: e cio si puo di- 
mostrare nel seguente modo: 

Se il grado del dividendo e n, esso sara a** — 6« : 
il quoziente sara del grado n — 1 e scrivendolo 
in virtu delle regole a), 6), c) esso sara 

ani _|- a«-2 b + a»-3 b^ -\- a»»-4 63 -f- . . . 

a* 6»-3-|-a6»»-2 + 6»»-» 

Tale sara la forma che dovr6 avere il quo- 
i;iente della divisione 

a»» — 6« 



a — b 



se si ammettono le regole a), 6), c): ora a dimo- 
strarle e a verificare che il polinomio sopra 
Scritto e veramente il quoziente esatto di tale 
divisione, bastera mostrare che moltiplicandolo 
per a — by si ritrova a" — b» . Eseguendo : 

am -^ a«-2 5 -|- (x«-3 b^ -j- a«-4 63 -J-,., a 6«-2 -f- 6«-i 

a — 6 



a« + a«-^ 6 -f- a«-2 b^ + a*»-3 63 -f- • • • 

— a«-» 6 — aw-2 6^ — a»«-3 63 — . . , 

— a6«-' — 6« 

an 6»» 

c. d. d. 
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32. GONSEGUENZB DELLA DIVISIBILITA DI a« — 6« 

PER a — 6. Applicazioni del precedente teorema : 
1.** Facciasi 6 = 1, sar^ anche 6«=:1, e si 
avra: 
< Che a essendo un numero qualunque, 

a« — 1 
sar^ sempre divisibile per 

a — 1 
ed il quoziente sar& 

ani J^ a^'i -|- ati-3 j^ ^ ^ , ay -\- a^ -^ a -{- \. 

2.** Se in particolare si fa 

a = 10, 
ne segue che 

10« — 1 
e sempre divisibile per 

10-1=9, 

cio6 che una potenza di 10 divisa per 9 da per 
avanzo 1, che 6 il primo teorema che si enuncia 
in Aritmetica nella teoria della divisibiiita per 9 
3.° Avendosi un binomio composto della dif- 
ferenza delle potenze simili di due lettere, lo si 
potr^ sempre scomporre in un prodotto di due 
faltori, uno dei quali sar^ la differenza delle due 
lettere, e Taltro composto con esse due lettere 
nel modo indicato dalle regole precedenti. 
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Esempi: 

l.o as-.i>« = (a-. b) (a + 6) 

2.« a3 _ /^3 _ (^ _ ft) (a2-)-a6 + &2) 

3.« a3 — 8 = (a — 2) (a« + 2 a + 4) 

4.Va?*— lr=:(a?— 1) (a?3 + ^2 + ^+l) 
5.« (a + 6)2 — c« = (a + 6 — c) (a + 6 + c) 
( (a + 6)3 •^e^ — {a-\-b-^c) [(a + 6)2 + 

6." < +(<^ + ^)c + <?^] = 

(=:(a + 6— e)(a2-|-2a6+62+ac4-6c+c2) 

7.0 1 _ a5 65 - (1 _ a 6) (i + a 6 + a2 62 + 

+ a3 63 + a* 6*). 

33. Del massimo gomun divisore algebrigo. 
Due monomi hanno per massimo comun cUoi- 
sore il monomio di piu alto grado che H divide 
ambedue (v. § 24). 

Due polinomi ordinati per le potenze di una 
stessa letlera hanno per divisori comuni quei po- 
linomi ordinati nella stessa guisa che li dividono 
ambedue: fra i divisori comuni, quello di piu alto 
grado si dice massimo comun divisore. Cosi: 

a<^ — 1 ed a^ — 1 
sono divisibili ambedue per i soli polinomi 

a — 1 ed a^ — 1 ; 

quesrultimo essendo di grado superiore sara il 
massimo comun divisore. 

La ricerca del massima comun divisore di due 
polinomi si fonda su principii analoghi a quelli 
che servono in aritmetica per la ricerca del 
M. G. D. fra due numeri interi. Quest! principi 
sono i seguenti: 
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Teorema I. « Se due polinorai sono divisibili 
Tuno per Taltro, quello di grado inferiore e il 
M. G. D. 

Teorema II. « Se due polinomi non sono divi- 
sibili uno per I'altro e dAnno un resto, il loro 
M. G. D. e lo stesso del M. G. D. fra il polino- 
mio divisore ed il resto. » 

Dai due teoremi enunciati risulta la seguente 

Regola. Siano indicati con A e B i due poli- 
nomi ordinati per le potenze decrescenti di una 
stessa letlera, e sia A di grado superiore ; si di- 
vide A per B: se la divisione riesce esattarnente 
B sar^ il M. G. D. 

Se la divisione non riesce, vi sara un resto R; 
si divide B per R: se questa seconda divisione 
si fa esattarnente, R sara il M. G. D. di B ed R 
e quindi di A e jB; se non si fa esattarnente vi 
sara un resto R: si divide R per R\ e cosl via. I 
divisori successivi diminuendo sempre di grado, 
Toperazione potrA aver termine in due modi: o 
si trovera un resto nullo, ed allora Tultimo di- 
visore adoperato, cioe il penultimo resto, sara il 
M. G. D. dei due polinomi; o si trovera per re- 
sto 1 o un numero (non contenente piu la lettera 
ordinatrice) e allora i due polinomi non avranno 
divisori comuni e si diranno primi fra loro. 

Moltiplicando o dividendo sia il dividendo, sia 
il divisore di una delle divisioni per un numero 
qualunque che non contenga la lettera ordina- 
trice si verranno ad alterare i quozienti di tali 
divisioni ed i resti; ma i fattori numerici che 
cosi si introdurranno non avendo alcun' impor- 
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tanza per la ricerca del M. C. D., simili moUi- 
plicazioni o divisioni saranno spesso utili nella 
pratica all'oggetto di schivare coefficienti frazio- 
narii, o di semplificare i polinomi su cui si opera 
col sopprimervi qualche fattore numerico. 
Esempt Sia da cercare il M. G. D. fra 

2a?3 — 2a?2 — 2a? — 4 
e 

2a?2 + a? — 10. 



Operazioni: 



2a?3_»2a?2— 2a?— 4 

— 3a?2 4- 8a?— 4 

— 6a?« + 16a?— 8 
19a? — 38 

a?— 2 
2 a?« + a? — 10 
5 a?— 10 
0. 



2 a?g H" a? — iO 
a?-.3 



X —2 

2a? + 5 



II M. C. D. dei due polinomi e 

a? — 2. 

Si 6 approflttato deirultima osservazione per 
semplificare le operazioni: 

l." Moltiplicando per 2 il dividendo parziale 
della prima divisione per schivare un coeflR- 
clente frazionario al qiioziente. 

2.* Dividendo per 19 il resto della prima di- 
visione, per schivare coefficienti frazionari al 
quoziente della seconda divisione. 
Per determinare ii M. G. D. di piii polinomi 
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A, B, C, D, si cerca il M. CD. di A e J5 colla 
regola indicata, e sia Af^, poi di C ed Mi, e sia 
Af,; poi di D ed M2; e sia M: quest'ultirao sar^ 
il M. C. D. cercato. 

34. Raccoglimento dei fattori gomunj. Ab- 
biamo gia fatto cenno deiroperazione che dicesi 
raccoglimento dei fattori comuni e che consiste 
neXV indieare per mezzo delle parentesi, una 
moltiplicazlone di cui 6 dato il risultato esegutio. 

II fattore comune che si raccoglie pu6 essere 
secondo i casi: 

1* Un monomio: 

a) Un fattor numerico, come neU'esempio: 

b) Una lettera, come in: 

c) Un prodotto di lettere e numeri come 
nelTesempio: 

Sa*b^ + 24an^'-i6a^b^=zSa^b^(b+3ab^^2a). 

In alcuni casi la quantita che si deve raeco- 
gliere e isolaia o sola in un termine: ma questo 
case non presenta difficolt^, ricordando che tale 
quantity si puo riguardare come avente per coef- 
flciente TunitA. Esempio. 

a?« + a?~a?2+l.a?=:a?(a?+l) (1) 

= 2ab^(4a + i+2eba) ] ^^ 

4 a?« — 8 a? + 4 =z 4 (a?2 — 2 a? + 1 ). (3) 

PlXCHERLE. 4 
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2.* Un polinomio. 

In varl casi, che la pratica insegna a rico- 
noscere, si pu6 raccogliere a fattor comune un 
polinomio. 

Ecco alcuni esempi: 

^ a {a-\~ x) + X {a~\- X) — i ^ ^ 

(3a + a?) {a-\-x). ) 

am-\-bn-\-an-\-bni 

— m{a + h)-\'n{a + b) ^ ^ ^ 

z=z {m -{- n) (a + b), 

a^^b^z=za^-{~ab—ab~-b^ j 

-a(a + b)^b{a + b) > (3) 

= (a + 6) (a-6). ) 

E in generale si e vjsto (§31) che 

an _ 5n 2z: (a — b) (a^-^ + a^-^ 6 + a «-3 6 -j- . . . 6"-' ). 

ax — Abx-l-bay — 206^=z ) 

^(a_46) + 5^(a — 46)r= > (4) 

(x + by) (a-.46). ) 

3." Occorre talvolta di porre a fattore co- 
una lettera o una quantita che non figura in tutti 
i termini del polinomio dato: si procede allora 
come nei seguenti esempi: 

ab \ 

(1) 



= »(' + T> ) 
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a^h + a^b^ + e^ — 
a364-a«6« + c3-^= ) (2) 



(3) 



II raccoglimento dei fattori comuni serve nelle 
operazioni su polimoni che contengono piu let- 
tere, quando conviene che questi polinorai siano 
ordinati rispetto alle varie lettere che in essi 
entrano. Gosi per ordinare il polinomio: 

4 a» a?« + 5 a« a?« + 6 a + 7 a? + 4 a3 a? + 9 a2 
+ 5aa? + 3+ 11 aa?2, 

si scriverA 

a?« (4 a3 -j- 5 a« + 1 1 a) + a? (4 a3 + 5 a + 7) 

il polinomio e ordinato rispetto ad a?, e le potenze 
di X sono moltiplicate per polimoni ordinati ri- 
spetto ad a. Gosi ancora: 

a* c/ a? + a* + 3 a^ a?2 — a a? -f- 6 c a?2 4" ^^ ^^ 

+ &rfa?+a2^'4-a?4 

si scrivera 

^ + (a3 + a2) a?» + (3 a* + 6 c) a?^ 

-{- Q) d-\- a^ d — a) x+ a^ 
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che talvolta viene anche scritto: 






a?3 + 3 a2 



x^ + bd 



X'\-a^. 



Tale raccoglimento e indispensabile per la 
moltiplicazione e la divisione dei polinomi che 
contengono piu lettere. 



GAPITOLO VI. 
Le frazioni algebriche. 

35. Definizione e teorema fondamentale. Una 
frazione algebrica e Tindicazione di una divi- 
sione che non si pu6 altrimenti eseguire: la fra- 
zione e dunque un simbolo che sta a rappre- 
sentare il quoziente. Al numeratore si pone il 
dividendo, al denominatore il divisore. 

Teorema. « Moltiplicando o dividendo i due 
termini di una frazione per la stessa quantita il 
valore della frazione non si altera. » 

Dimostrazione, « Sia la frazione — . Essa sta 

B 

a rappresentare il quoziente della divisione di A 

per J5, e quindi per la definizione generale della 

divisione, sara 



xBzzA. 
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Moltiplichiamo queste quantita uguali per la 
stessa quantity qualunque m, i risultati saranno 
ancora uguali, e 

>c^Bm = Am 



B 

esprimendo in parole: 

A m e un prodotto di cui B m ed -— sono i fat- 

B 

tori: eppercio per la definizione stessa della di- 

visione sara 

Am A 



Bm B' 

c. d. d. 

Questo teorema conduce subito alia semplift- 
eazione delle frazioni; una frazione non cam- 
biera di valore ma avra termini piu sempllci 
quando saranno soppressi i fattori comuni ai due 
termini. Se i termini sono monomi la semplifi- 
cazione non presenta difficolta perche i fattori 
comuni si scorgono immediataraente. 

La frazione si dice irridueibile o ridotta ai 
minimi termini quando i suoi termini non con- 
tengono piu fattori comuni, ossia sono primi fra 
loro. 

Regola, « Per ridurre ai minimi termini una 
frazione, si cerca il M. G. D. dei due termini e 
si dividono ambo i termini per questo M. G. D. )> 

Esempio. La frazione 

48 a^ 63 c* 



120 a* 62 c3 
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ridotta ai minimi termini e 

26c 



5 a^ 
Abbiasi la frazione 



a?3 + 8 a?2 + a? + 8 



a?4 — 3a?3 + 2a?8 — 3a? + l 

cercando il M. C. D. dei due termini colla re- 
gola data al § 33 si trova 

e dividendo ambo i termini per queslo M. G. D. 
la frazione si riduce a 

a?4-8 



a?2 — 3a?+l 

I termini di questa si dicono piu semplici dei 
termini della frazione proposta perche sono di 
grado inferiore. 

36. RlDUZlONE DI PIU FRAZIONl ALLO STESSO DE- 

NOMiNATORE. Teoremtt. « Se 

ACE 



B' D' F' 

sono frazioni qualunque, ed iV e un'espressione 
qualunque divisibile per tutti i denominatori, si 
potranno sempre sostituire alle frazioni propo- 
ste altrettante frazioni rispettivamente uguali, ed 
aventi N per denominatore comune. » 
Dimostrazione. Sia N, come si e detto, un 



r 
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multiplo comune di B, D, F\ i quozienti di N per 
B, Z), F, saranno pertanto espressioni intere senza 
resto: cio6 






4 = ^3 



da cui 

iVrzBxOi 
AT— Z)x02 

NzuFxOa. 

Ora moltiplicando i due termini delle varie 
frazioni rispettivamente per d, Oj, O3, si avra 

A _ A Oi _ A Oi 



B 


BQ, N 


C 


CQ2 C 0^ 


D 


D Q2 N 


E 


E ©3 E O3 



F F O3 iV 
e cosi alle frazioni proposte 

A _£ A 
si sono sostiluite le altre 



A Qi CQg £;q 

N ' N ' ~N 



3 
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rispettivamenle uguali alle prime ed avenli lo 
stesso denominatore iV, c. d. d. 

Da questo teorema segue la regola per la ri- 
duzione di piii frazioni alio stesso denominatore: 

Regola : < Si cerca una espressione che sia 
esattamente divisibile per tutti i denominatori; 
questa si divide per i singoli denominatori e si 
moltiplicano i due termi di ogni frazione per il 
rispettivo quoziente. » 

Per trovare una quantity che sia esattamente 
divisibile per tutti i denominatori basta prendere 
il prodotto di tutti i denominatori: ed 6 cio che 
si fa allorquando i denominatori sono primi fra 
loro, come avviene per lo piu quando i denomi- 
natori sono polinomi. 

Esempio: Siano le frazioni 

1 1 1 



a e 

II denominatore comune sara 

a 6 c, 
i tre quozienti sono 

ab c , a b c a b c , 

=z: c, -— — := aCy z^aOy 

a b c 

e le tre frazioni ridotte alio stesso denominatore: 

be a c ab 



ab e ab e ab e 
Nel caso di frazioni aventi per denominatori 
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monomi con lettere comuni, il minimo multiplo 
comune dei denominatori si ottiene prendendo 
an monomio che abbia per coefficiente il mi- 
nimo multiplo dei coefficienti e che contenga 
tutte ie lettere dei vari denominatori, ciascuna 
col maggior esponente. 

Esempio: Sia da ridurre alio stesso denomi- 
natore le frazioni 

a* 6« c* 



8 63 c« 24 a3 c2 12 a^ b^ 

II minimo multiplo dei denominatori sara 

24 a3 63 e?, 

i tre quozienti: 

3a3, 63, 2ac* 

e le frazioni ridotte alio stesso denominatore: 

3 a5 65 2 a c* 

24 a3 63 c« ' 24 a^ b^ c^ ' 24 a^ 63 c« 

37. Opbrazfoni sullb frazioni. a) L'addizione 
e la sottrazione delle frazioni algebriche si fanno 
riducendo le frazioni ad ugual denominatore, poi 
sommando e sottraendo i numeratori e dando 
al risultato il denominatore comune. 

Una espressione intera nnsta alle frazione si 
puo sempre riguardare come una espressione 
frazionaria avente per denominatore T unita ; 
questa osservazione vale per tutte le operazioni 
sulle frazioni. 

6) < Per moiliplicare due frazioni si fa la 
moltiplicazione termine a termine. » 




,y i- 
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Dimosirazione. Dico che 



A C 

X 



B 



D 



AxC 
BxD 



Ricordiamo che una frazione indica un quo- 

ziente: indichiamo con Q il quoziente rappresen- 

A C 

tato da — , con Q quello rappresentato da 



B 



D ' 



avremo 



B ' D 

e per la definizione della divisione 

Az=:BQ, C=DQ. 

Moltiplichianao fra di loro queste ultime egua- 
glianze ed avremo: 

AC:=BQDQ' 

o anche 

AC=zBDxQQ\ 

da cui per la definizione della divisione 

AC 



BD 



^QQ 



Ma Q Q Q sono lettere poste a rappresentare 
i quozienti -;;- e -77, onde 



B ' D 
A_ 

'b 



C_ 
D 



AC 
~BD 



c. d. d. 



T' 
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Da questo teorema risulta iramedialamente la 
regola per la moltiplicazioae di un numero qua- 
lunque di frazioni. 

c) « II quoziente della divisione di due fra- 
zioni si ottiene moltiplicando la frazione divi- 
dendo per la frazione divisore rovesciata. > 

Dimostrazione. Dividere la frazione — - per la 

B 

frazione — significa trovare quella quantita che 

C A 

moltiplicata per — - riproduce -— . Questo quo- 

D B 

ziente si indichi con X\ esso sara definito da 

C A 
Xx-r~ 



D B 

Moltiplicando queste quantita uguali per il pro- 
dotto BDy si otterr6 

CBD ABD 

ovvero soppriraendo i fattori comuni. 

XCB-ADy 

ossia X e quella quantity che moltiplicata per 
B C produce AD e quindi per definizione della 
divisione sarA 

Ma per la regola della moltiplicazione delle 
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AD 



1 



B C 

. d. 

S. FrAZIONI 1 GUI TERMINI CONTKNOONO FRAZIONI. 

regola della divisione delle frazioni d^ il modo 
'idurre a frazioni ordinarie quelle che conlen- 
frazioni nei ioro termini. Sia per esenapio: 

i , 1 . 1 



idup.o alio stesso denominatore e sommo le 
;ioni contenute nei singoli termini, e trovo: 
be-\-ac-{-ab 



iio cost una divisione di due frazioni che 
;uita colla regola precedente da: 
{be-\-ac-\-ab) n q 



6 una frazione algebrtca ordinaria, ciod c 
inte nei suoi termini espressioai intere. 




I 
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Gosi si riducono pure le frazioni continue li- 
mitatey come ad esempio 



a-| 



« + -! 



1 

a 

che ridotta di raano in mano colle regole del 
calcolo delle frazioni da pep risultato: 



a^ + 2a 



GAPITOLO VII. 
Le proporzioni. 

39. Definizioni. Una frazione — i cui termini 

b 

a G b possono essere numeri qualunqiie (interi 

frazionari od incommensurabili) si dice anche 

rapporto dei due numeri a q b (*). 



(I) Si distinguono negli antichi trattaii i rapporti geo- 
metrici, che sono le frazioni, dai rapporti aritmeticL 
(che cosi si dicevano \& differense) e le proporzioni geo- 
metriche o ugaaglianza di due frazioni dalle propor- 
zioni aritmetiche o uguagiianza di due differenze. Tnnto 
i rapporti che le proporzioni aritmetiche sono caduti 
in disuso. 

Si dice talvolta : « Rapporto di a e & e il numero che 



►^«rSv<?-t-«<. 
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Si chiaina proporzione I'eguagHanza di due 
rappopti, ossia di due frazioni. Gosi 

3 24 



4 32 
6 una proporzione. Se le due frazioni 
sono eguali, la scrittura 



a e 



a 

T 



e 
7 



sara dunque una proporzione (*). 

La proporzione precedento si dice sussistere 
fra i quattro numeri 

a, by c, d 

scritti in questo determinato ordine: cosi fra 

3, 4, 24, 32 

misura a se 6 si prende come unite. » Questa definizione 

a 

coincide coUa nostra. Infatti —xbzza, cioe (def. della 

b 

a 

moitiplicaz.) «a 6 rispetto a b ci6 che — e rispetto al- 

o 



Tunitn; * se dunque b diventa Tunita, a diventa 



a 



Si noti inflne che in questo Capitolo noi trattiamo dei 
rapporti fra numeri, e quindi li rij?unrdiamo come fra- 
zioni, e non intendiamo accennnre ai rapporti fra gran- 
dezze. Per i rapporti considerati sotto questo punto di 
vista, V. ManuaCe di Geometria Para, § XI. 

(M I. a proporzione si legge: « a sta a 6 come c sta a rf. » 

3 24 
Cosi 3 sta a 4 come 24 a 32 vuol dire che— e uguale a — . 

4 32 



I. 
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vi e proporzione. (Ma non vi sarebbe lecilo dire 
che vi e proporzione fra 4, 3, 24, 32). 
Una proporzione si scrive anche da taluni 

a'.b\'.e\d\ 
cosl la scrittura 

3 : 4 : : 24 : 32 

altro non esprime che Tuguaglianza delle due 

. . . 3 24 
frazioni — e — . 
4 32 



Nella proporzione 

a 



d 



a e b sono i 2 primi termini, 

c e d sono i 2 uliimi, , 

a e c sono gli antecedenti, 

b e d sono i conseguenii, 

a e d sono gli estremi, 

bee sono i medi, 

d si dice la quarta proporzionale in ordine 
ad a, Z) e c. 

Se i due medi sono uguali la proporzione si 
dice continua: cost 



a 


b 


b 


c 


4 


6 



come ad esempio 

6 ""' 9 
6 una proporzione continua: una proporzione 
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itinua ai scrive talvolta 

a:b:c, 4:6:3. 
i ilice allora che 

b ^ media propartionale fra a e c, 
c e terza proporzionale ad a e b.. 
0. Teorema FONDAMRNTAi.K. « In una propor- 
ie il prodotto del medi k uguale al prodotto 
li eslremi; e recippocamente, se quattpo nu- 
ri scritti in un certo ordine sono tali che il 
dotto dei medi sia uguale al prodotlo degli 
■emi, questi numeri formano una propor- 
le nell'ordine in cui essi sono scritti. » 
a) Dimoairazione del teorema diretto. 
iano i quattrn numeri 

a, b, e, d 
nanti una proporzione: ciii vuol dire che le 
frazioni 



oeguali. Riduciamo queste fi-azioni allosle-sso 
ominatore, esse si mantengoao uguaii, e 



ora le due frazioni sono uguaii ed hanno lo 
ISO denominatore, ^ dunque necessario che 
10 uguaii i numeratori, eio6 
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h) Dimostrazione del Teorema reciproco. 
Siano i quattro numeri 

a, 6, (?, d 
tali che 

adzizbc. 

Dico che essi formano una proporzione nel- 
Tordine in cui si trovano scritti, cioe che 

a c 



h d 
Dividendo infatti le quantita uguali 

ad e he 
per la stessa quantity 

hd 

i risultati saranno eguali, cioe 

ad be 



o seraplificando, 



bd b d 



a 



• b d' 

c. d. d. 

Corollart a) II teorema precedente servira 
a riconoscere se due frazioni apparentemente 
diverse siano o no eguali. 

b) In una proporzione continua il quadrato 
della media proporzionale e uguale al prodotto 
dei due altri termini. 

Pinch EKLE. 5 



;*r 



'■/'•■ 



»r • " i '' 
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Infatti da 



a 



h c 
risulta 

41. Vari modi di sgrivbrb una proporzione. 
Abbiansi i quattro numeri a, 6, c, d Ibrmanli 
una proporzione 

a c 





b d 


Da essa deduciamo (§ 40) 




ad --be. 


Ma scrivendo 


quest! quatli 


guenti modi: 






a c b d 




d c b a 




d b c a 




c a d b 




c d a b 




b d a c 




bade 



in ognuna di tali quaderne sara sempre vero 
che il prodotto dei medi e uguale al prodotto 
degli estremi, e quindi per il teorema reciproco 
del paragrafo precedents sussisteranno altret- 
tante proporzioni. 
Dunque: 
« Da una proporzione si possono ottenere 
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nuove proporzioni con tutti quei cambiamenti 
che non alterano Teguaglianza del prodotto dei 
medi e degli estremi, e in particolare: 

< Si ponno invertire fra loro i medi, — si 
ponno invertire gli estremi, — si pu6 invertire 
ogni antecedente col suo conseguente. » 

42. Altrb proporzioni ghb si possono dedurre 
DA UNA DATA. Teorema. L < In una proporzione 
la somma (o differenza) del 1.* e del 2.* termine 
sta al 2." termine come la somma (o differenza) 

del 3." e del 4.* sta al 4." » 

a c 
Dimostrazione. Se le due frazioni — - e 



a c 


a c 
b d 



b d 

sono eguali, anche aggiungendo o togliendo Tu- 
nit& ad ambedue esse resteranno eguali, talch^ 

onde eseguendo le addizioni e sottrazioni, ridu- 
cendo Tintero 1 alio stesso denominatore delle 
frazioni, viene: 

a-\-h e-\-d a-^b ^c-^-d 

b ~ d ' b '~ d ' 
c. d. d. 

Teorema II. « In una proporzione la somma 

(o diflFerenza) degli antecedenti sta alia somma 

(o differenza) dei conseguenti come uno degli 

antecedenti sta al suo conseguente. » 

Infatti dalla proporzione 

a _ e 

~b~'~~d 



I 



# 
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si deduce per il teorema del § 41: 

a h 

da cui per il teorema precedente 

a -\-e b-\-d 

e c/ ' 

e da questa, da capo per il teorema del §41: 

a-\-c_ e 

Corollario. « Se si ha una serie qualunque 
di rapporti (frazioni) eguali, la somma di tutti gli 
antecedent! sta alia somma di tutti i conseguenti 
come uno degli antecedent! sta al suo conse- 
guente. » 
Abbiasi la serie di rapporti o frazioni eguali: 

bed 






a 



a' 



h' 



d' 



Si ha per il teorema precedente 

a-\-b _ a 

onde 

a+ b e 



a'+b' d 
applicando da capo il teorema precedente 

a-\-b-\-c c d 



a' + b' + e' c' 



d 



t » 



I: 
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e infine 

a -\- b -\- e -{• d abed 



a'j^U + c'+d' a' b' d d' 

43. Problemi sulle proporzioni. a) « Trovare 
la quarta proporzionale in ordine a tre numeri 
dati a, b, e, ». 

Si indichi con x la quarta proporzionale ri- 
chiesta: dovrA essere 

a c 

b X 
e quindi 

ax=:be. 

Dunque x e quel numero che moltiplicato per 

a produce be: pereio (definizione della divisione). 

b e 
xzz. — 
a 

Onde la regola 

« Per avere la 4.* proporzionale a tre numeri 
dati, si fa il prodotlo dei medi dati e si divide 
per Testremo dato. » 

Se, dati tre numeri a, b, e, si dovesse trovare 
un numero x tale che 

a ^ X 

si osserverebbe (§ 41) che questa proporzione 
equivale alFaltra 

A — JL 
a X 

e si tornerebbe al problema precedente. 
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) « Trovare une terza proporzionale a due 

iri detL » 

no a e b i numeri dati, a? la terza propor- 

le cercata. 

vuola che 



cid si deduce 



er trovare la 3.* proporzionale a due n 

)i fa 11 quadrato delta media proporzionale 

livide per j'estremo dato. » 

ssto problems coincide col primo nel caso 

■i faccia b^zc. 

) < Trovare la media proporzionale a due 

>ri dati. » 

DO a e /) i numeri dati, ic la media propor- 

le; deve essere 



media proporzionale e dunque quel numero 
(lolliplicato per s6 stesso produce il prodoUo 
estremi, e quindt, per la deflnizione della 



radice quadrata, sard 

ossia: 

« La media proporzionale fra due nume 
radice quadrata del prodotto di questi nui 

Cosi la media proporzionale fra 4 e 36 

as = \/A><m — \/l44 = 12. (•) 
d) Dividere un numero dato in part 
porzionali a numeri dati. » 
Gt(i signiHca dividere il numero dato in 
(due o piu} di cui si conoscono i rapporti. 
Sia dunque da dividere il numero N ii 
parti che abbiano il rapporto indicate dall 

zione — o come si suol dire, che sd'ano/r 

come a sta a b. Siano x ed ^ le parti ce: 
si avrS 



(1) Conviene Picordare die la media proporiio 
media geometrica fra due numeri va dislinla della 
aritmelica di questi numeri, ohe i la loro aemi-B 
Cos) la media geometrlca di 4 e 36 e 12, s la med 
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e per teorema II al § 42 

35 + y 35 y 



a-\-b a h ' 
ossia, essendo 

X+(Jz=zN, 

X N y N 



da cui 



a (Z -j- ^' ^ a + ^' 



aN bN 



cioe : 

« Per dividere un numero in parti propor- 
zionale a due numeri dati si moitiplica il numero 
dato rispettivamente per i numeri esprimenti il 
rapporto delle parti e si divide per la somma di 
questi numeri.* 



GAPITOLO VIII. 
Galcolo delle potenze. 

44, Operazioni sulle potenze. a) < Per molti- 
plicare piii potenze di una stessa lettera si in- 
nalza questa lettera ad una potenza avente per 
esponente la somma degli esponenti dei fattori. » 

Questo teorema si e gi6 dimostrato (§ 18, b) : 
esso si esprime colla formola 

a'» xa^x aP xm ^a*" + »+/' + ? 



Calcolo delle potense. 

s si enuncia in modo piii spedito, ma m 
ciso, dicendo; 

« Per moUiplicare piii potenze delli 
lettera si sommano ^li esponetiti. » 

6) Per dividere due polenze dellasb 
tera si innalza quella lettera ad una 
avente per esponeote la difTerenza deg 
nenti. » 

Cio6 



Questa formola g gid stata dimoslrata 
6 perA necessario che sia m > n, allrini 
sarebbe una potenze negativa che (per i 
ha signiflceto. 

Conviene pero nolare che se n = m, 



m fattori a al numeratore e al denomin 



c) « Per innalzare una potenza ad un 
potenza si molliplicano gli espOQenli. * 
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innalza la letters ad una potenza indi- 
prodotto dei due esponenti. 
razione. Sia da innalzare a" alia «""■ 
il che si indica con 

fare il prodotto 

a™ . a™ . a'" . . . a" (n fattori) 
regola a): 

«" + " + ■"■-- + "'<" -!■<> 



Per innalzare un prodotto ad una po- 
malzano a quella potenza i suoi fattori. » 
raiione. Sia da innalzare alia n™" po- 
)rodotto a be, il che si indica con 
(a b c)«. 



abe):^abe abc abe ... abe 
idosi invertire i fattori 
<:Y^=aaa..,abbb...beec...e 

(a 6 c)" — a" b" c« 
Per innalzare una frazione ad una po- 



1 
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tenza basta innalzare a quella potenza i due 
termini della frazione. » 

Dimosirazione. Sia da innalzare alia n»"* po- 
tenza la frazione -r—, ope razioneche si indica con 





Sara 



(x)" 

(a Y'_ a a a 
T) ~ir"~h"~b 



a 



ma per la regola della moltiplicazione delle fra- 
zioni, questo prodotto equivale ad 

a . a .a ... a 
b .b .b .. .b' 
ossia 



ar 



a" 
c. d. d. 

45. POTENZE DI UN NUMERO NEGATIVO. Risulta 

immediatamente dalla regola dei segni della 
moltiplicazione che un numero dispari di faltori 
negativi dar6 un prodotto negativo, ed un nu- 
mero pari dara un prodotto positivo. Segue da 
cio che una potenza dispari dx un numero ne- 
gativo sara negative, ed una potenza pari di un 
numero negativo sar^ positive. 
Esempi : 

(—8)3 = — 83 = — 512 
(- 5)^ =: 5* ==: 625 



■>. tf 



('i 



:i 
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Questa regola si esprime colle formole: 
(— a)«« = a2« , (— a)«« + * = — a«« + *. 

46. Appligazione della regola pregedente alla 

DIVISIBILITA DI «« + /&« ED a« — -&« PER a + 5. Si 

e veduto al § 31 che a» — Z)» e sempre divisibile 
per a — 6, e si 6 anche trovata la forma del 
quoziente: 

(V* — h^ 
a — b 

S'intenda era sostituito a 5 11 numero — 5: e 
distinguiamo 2 casi, secondo che n 6 pari o di- 
spari. 

a) Se n 6 pari e uguale a 2m, (— by si Gam- 
bia in + 6» o iS^***, invece a — (— /&) si cambia in 
a 4-/6, e si trova che 

« a« — 6« e divisibile per a + '^ se n e pari. » 

6) Se n ^ dispari e uguale a2m4-l, {—by 
si cambia in — 5» o — iS^'^^- *, e il dividendo sarA 

a — (— 6)« z= a« -f 6«, 

e si troira cosi che: 

« a** + 6« e divisibile per a + ^6 se n e dispari. » 

47. Regola di Newton per la potenza di un 
BiNOMio. Mentre per fare la potenza di un prodotto 
basta fare la potenza dei vari fattori, sarebbe un 
errore il supporre che la potenza d'una somma 
risultasse dalla somma delle potenze delle sue 
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parti. Basta notare infatti che 

(4 + 3)« = 7« = 49 
mentre 

4« + 3« = 25. 

La teoria che andiamo ad esporre e che e 
dovuta airillustre I. Newton (1642-1727), ha per 
oggetto di trovare in qual modo la potenza di 
una somma sia formata colle potenze delle sue 
parti e tralteremo piu specialmente del caso, cui 
si riconduGono tutti gli altri, che la somma sia 
composta di due parti. Gerchiamo adunque lo 
smluppo della potenza di un binomio. 

Per trovare secondo quali regole si deve for- 
mare questo sviluppo, formiamo colle successive 
moltiplicazioni di a + i& per s6 stesso la 2.", 3.*, 
4.*, 5*,... potenza del binomio a-^b\ troviamo 
cosi: 

(a + 5)2 = a2 + 2ai& + Z>2 

(a 4- ^)^ = «^ + 3 a« 5 + 3 a -&« + Z>3 

(a + Z;)* =: a* + 4 a3 6 4- 6 a2 Z)2 + 4 a Z;3 _^ /;* 

(a + Z;)5 z= a5 4- 5 a* Z> + 10 a^ h^ + 10 a^ b^ + 

+ 5 a ^* + 6^ 
(a + 6)« = a6 + 6 a5 5 + 15 a* Z>2 ^ 20 a^ b^ + 

^iba^b^ + Qab^ + b^. 



Esaminando attentemente i prodotti cosi otte- 
nuti, si riscontrano le seguenti regole: 

I. I vari polinomi ottenuti come prodotti 
sono tutti omogenei e di grado uguale alia po- 
tenza del binomio. 
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II. Essi sono ordinati per le potenze decre- 
scenti di a e crescenti di h. 

III. Essi sono completi, cio6 contengono tutte 
le successive potenze di a e di 6, ed il numero 
dei ioro termini e uguale airesponente del bino- 
mio aumentato di un'unita. 

IV. Tutti i termini hanno il segno positive. 

V. II primo coefficiente e Tunita, il secondo 
e Tesponente del binomio : ed i coefficienti vanno 
aumentando fino alia metd dello sviluppo e quiadi 
vanno decrescendo, riproducendosi quelli della 
prima meta in ordine inverse; Tultimo coeffi- 
ciente e 1. 

Se il numero dei termini e pari (cioe n di- 
spari), vi sono nel mezzo due coefficienti mas- 
simi uguali; se il numero dei termini e dispari 
vi e un solo coefficiente massimo nel mezzo. 

VI. Ogni coefficiente si deduce dal coeffi- 
ciente del termine precedente, moltiplicando 
questo coefficiente per Tesponente della prima 
lettera e dividendo per il numero d'ordine di 
esso termine precedente; i coefficienti che cosi 
si ottengono sono tutti numeri interi. 

Le varie regole cosi enunciate non sono dimo- 
strate, ma soltanto verificate sui primi sviluppi 

(a + 6)«, (a + h)\ (a + b)\ (a + 5)5, . . . 

e per induzione si puo pensare che esse var- 
ranno in generale per qualunque potenza di 
a'\'b'. ma bisogna dimostrare rigorosamente che 
tali regole sono generali, e all'uopo si ricorre 
ad un metodo di dimostrazione che viene ado- 
perato non di rado nella matematica. 
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Supporremo che le regole precedenti siano 
state vepificate fiao ad un certo esponente n; e 
dimostreremo che se le regole valgoao per la 
potenza n"'"** del biaomio, esse varranno pure 
per la potenza seguente (n + 1 )"»'«. — Posto che 
le regole siano vere per Tesponente n, lo sviluppo 
di (a + /)>»» formatd secondo quelle regole sara: 

I {a + hy — a» + na>'-^/) + ^^^""^^ a>'-g6g+ ' 

, n(n — 1) (n — 2) , ,„ , J ) 
^ 1.2.3 ^ S 

e per formare la potenza seguente (a + i&)«+^ 
baster^ moltiplicare il polimonio precedente per 
a-\-h. Eseguendo la moltiplicazione : 

at. + n a«-* /) + ^-^^-a^-^ b^ + 
' '1.2 ' 

^ 1.2.3 ^ 

x(a + b) 

^ ^ i .2 ^ 

, M(n — 1) (;i — 2) 9 rq , , r 

^ 1.2.3 ^ ^ 

a« z? + n a «-* Z>« + ^:i^":ii^- a «•« Z>3 4, _ . ^^ + , 
^ ^1.2 

a» + ^ + (n+i)a» b + i ^(^""^) _|, ;i | a». - i Z?? + 

, (n (n — 1) (71 — 2) , /i(n — 1)1 , ,, , , , , 
^( 1.2.3 ' 1.2 ^ ^ 
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ed eseguendo la riduzione dei termini simili, os- 
servando che per sommare le frazioni bisogna 
ridurle alio slesso denominatore, troveremo: 

n(n— 1) , n (71 — 1) -|- 2 n __ (n -J- 1) ^ 

1.2 "•" '^ — i72 "" ~~ 1T2 ~' 

n(n — 1) (n — 2) n(yi- -l)_(n + i) n(n — 1) 
1.2.3 ry~ ~" 1.2.3 ' 

e cosi per gli altri coefficienti; talche si otliene 
(a+ Z^)« + 1 = a« + ^ + (n + 1) a« i& + ^^^^-ti^'^ a « ^Z)2 

/ 1.2 

, (n + l)n (n — 1) ., , , r , 

^ 1.2.3 ^ ^ 

e si vede che le regole precedenti sono tutte 
soddisfatte in questo sviluppo di (a + by+K Dun- 
que se le regole enunciate si verificano fino al- 
Tesponente n, esse si verificano fino ad ti + 1 ; 
ma le abbiamo verificate per Tesponente 6, dun- 
que esse sono vere anche per 7, ma se sono vere 
per 7 lo sono per 8, quindi per 9, ecc. e in ge- 
nerale per una potenza qualunque. 

La formola dello sviluppo della potenza qualun- 
que del binomio o formola di Newton e quindi: 

(a + by zz a« + n a^-^ b + ^^^"" ^ a«-2 b^ + 

, 7i(n — 1) (n — 2) ,, , , 
^ 1.2.3 ^ 

che vale per numeri a q b affatto qualunque,* 
per n intero e positive. 
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48. OSSERVAZIONI SULLA FORMOLA DI NeWTON. 

a) Nella formola precedente si vede che i 
coefiicienti sono dati in forma di frazioni: 

n 71 (n — 1) n (n — 1) (ri — 2) 



1 1.2 1.2.3 

n (n — 1) (n — 2) (n — 3) 
1.2.3.4 ' 

Esse hanno al numeratore numeri interi con- 
secutivi incominciaado da n e decrescenti, e ai 
denominatore altrettanti numeri interi consecu- 
tivi crescent! comineiando da 1. Gosi per {a-\-by^ 
i coefficient! dello sviluppo sono: 

18 18 . 17 18.17.16 18.17.16.15 
T' 1 .2 ' 1.2.3 1.2.3.4 

Tali frazioni pero sono apparent! e si riducono 
sempre a numeri interi, per la proposizione di 
aritmetica che un prodotto di m numeri interi 
consecutivi e sempre divisibile per il prodotto dei 
primi m numeri. 

b) Dallo sviluppo di {a-\-hy o della potenza 
di una somma, si deduce facilmente lo sviluppo 
di (a -\- by o della potenza di una differenza. Si 
cambi in a + 6, 6 in — 6, e la somma a-\-b si* 
cambia nella differenza a — 6. Ma se cambiamo 
nello sviluppo di Newton 6 in — 6, ricordando 
che per il § 45 le potenze pari di — 6 sono po- 
sitive e le dispari negative, viene: 

PiNCIIERLE. G 




I n 
^ 
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by —a- —na-<'b + 
„(„_!) _^_ n(n-l){n 
1.2 1.2.3 


-a) 

a" 


ibi 



neirultimo termine va preso il segno +o 
tcondo che I'esponente n d pari odispari. 

[a — b)^ — a^ — Za b + b^ 

[a — b)^ — a^ — 3 a^ !> + 3 a /J' — b^ 

[a — li)* = a* — 4an + ea^b''--iab^ + b' 

me si vede, alia regolo IV del § 47 va sosti- 
I'altra, die i segni dello sviluppo di (a — b)- 
aJternali, conservandosi le aitre cinque re- 

I. EspoNENTE ZERO, L'csponente per la sua 
lizione stessa deve essere un numero intero 
sitivo: eppero I'esponente «ero non puoavere 
ler s6 aicun signiflcato. Perd si 6 convenulo 
ttribuire all'esponente «ero il significalo fis- 
dalla formola 



Jualunque quantity affelta dall' esponente 
I vale uno. » 

1 ecco da quale eonsiderazione siamo con- 
. a stabilire questa convenzione: 
ippiamo che 
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per m :> n. Se applichiamo questa regola anche 
al caso di mzzzriy troviamo 



am 

— — a>»-'» = a^ 

a"* 

ed a^, come si e detto, non ha per se alcun si- 
gnificato. Ma d*altra parte qualunque sia a 

a"* 

- =1; 

quindi e naturale di convenire che sia 

Non bisogna pero dimenticare che questa for- 
mola esprime non un teorema, ma una sem- 
plice convenzione. 

50. EspoNENTi NEGATivi. Gome si e detto, Tespo- 
nente per la sua deflnizione stessa non puo es- 
sere negativo, e percio una espressione come a-5 
non ha per se alcun significato. Pero si 6 tro- 
vato conveniente d'introdurre nel calcolo anche 
gli esponenti negativi, dando loro il significato 
espresso dalla formola 

1 
a-m — — 

a'" 

o in parole: 

4c Una quantita affetta da un esponente nega- 
tivo e uguale ad una frazione avente per nume- 
ratore I'unita e per denominatore la stessa quan- 
tita collo stesso esponente cambiato di segno. » 

Questa e una convenzione cui si e condotti 
dairosservazione seguente: 



1 

Algebra elementare. 
ippiamo che 



m > n. Se applichiamo questa regola enche 
aso (li m<H, troviamo 



1 ha un valore negativo che diro —p; 



i at per s6 stessa non ha alcun signiflcato. 

d'altpa parte la frazione — si puo semplifi- 

I sopppimendo m fattori a al numeratore, ed 
iltanti al denominatore. Cosi: 



! da una parte, per la regola generale, 



altra, per riduzione delJa frazione, 
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percid 6 naturale di convenire che sia 



Anche questa formoia esprime una con 
zione e non un teorema. Merc6 questa coni 
zione e quelle del paragrafo precedentes 
dire che in tutti i casi per dividers due poU"^ 
della stessa letlera si soUraggono gli esponc 
cosl avendosi da dividere 

flM fill c« 



il risultato san 



i convenzione falla, 



(l"C* 



50. bis. La regola Ton da men la le di calcolcl 

gli esponenti positivi si 6 che per mollipliil 
due polenze delia stessa lettera si sommanci 
esponenti. La stessa regola si estende anche | 
esponenti negativi, Sia infatti 



abbiamo per convenzione 
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dunque 

111 1 



ma per la convenzione fatta 

1 

onde 

a-»»x a-» =«-(«+"). 

Analogamente valgono per gli esponenti ne- 
gativi le allre regole dimostrate a § 43 per gli 
esponenti posilivi. 



GAPITOLO IX. 
Galcolo dei radical!. 

51. Radici; valori di un radicale, radicali 
siMiLi. « Si chiama radice m"'«'» di una quantita 
(2 e si indica con 

va 

una seconda quantita che innalzata alia m"»"« 
potenza riproduce a. » 

La scrittura ya sta dunque ad esprimere quel 
tal numero: cioe si ha per deflnizione 

(mi — \m 
\/a) =a. (I) 
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Su questa scrittura (I) che equivale alia defi- 
nizione, si fonda tutta ia teoria dei radicali. 
Se poniamo 

\/a— X (II) 

sara 

a?'« = a (III) 

e le due scritture (II) e (III) sono equivalent! 

II numero m e Vindlce del radicale: Vindice 
2 si sottintende. 

Un'espressione algebrica che contiene lettere 

sotto \in radicale dicesi irrazionale; a^s/b e una 
esppessione irrazionale.' 

Due espressioni irrazionali o due radicali si 
dicono simili quando contengono radicali collo 
stesso indice e sotto il segno lettere uguali con 
uguali esponenti; cosi 



8\/a2 6, iis/a^h 

sono simili; invece 



3 



8v/a2 6, 8v/a62 

non sono simili, come non sono simili 

5 v/«, 7 v/a. 

Si possono ridurre per via di somma o di sot- 
trazione radicali simili: non mai invece radicali 
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che non siano simili. Gosi: 



24 \/a 62 — 11 v/a b^ =z 13 \/ab^\ 

la riduzione si 6 potula eseguire perche i radi- 
cali sono simili; cosi 

m v/a 6 + 'i \/^ 6 =: (m -f- n) v/a 6; 
invece le espressioni 

__ 3 3 __ 3 ___ 

v/a + v/a, v/a + \/^^' 

non si possono ridurre, perche contengono ra- 
dicali non simili. 

52. Valori algebrici dei radicali. In aritme- 
tica dove si considerano soli numeri positivi, un 
radicale ha sempre un valore determinato, in- 
tero, frazionario o incommensurabile. Ma in al- 
gebra si deve tener conto anche dei segni, ep- 
percio vanno distinti quattro casi: 

1." Uindiee del radicale d party la quantiid 

sotto il segno e positica. Sia \/a'. questo esprime 
un numero x che innalzato alia 2n"''«« potenza 
produce a. Ma 

dunque la radice d'indice pari di un numero 
positivo ha due valori eguali, ma di segno con- 
trario. Si scrive percio, per es. 

v/625 = =b5. 
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2.° LHndiee e part, la quaniitd soiio il segno 
e negativa. 



Sia, per esempio, \/ — 36: quest'operazione ha 
per oggetto di trovare un numero che moUipli- 
cato per se stesso dia —36: ma questo numero 
non puo esistere n6 fra i positivi, poich^ 

(+6).(+6) = + 36, 

ne fra i negativi, poich6 

(— 6).(— 6)zi: + 36: 

dunque v/ — 36 esprime un'operazione impossi- 
bile coi numeri di cui disponiamo per ora. I nu- 
raeri che innalzati al quadrate o ad una potenza 
pari d^nno numeri negativi, appartengono ad 
una nuova specie di numeri detti immaginari. 
3.* V indiee e dispari e la quaniitd sotto il 
segno ^ positiva. In tal caso si vede, per la re- 
gola dei.segni della moltiplicazione, che il radi- 
cale ha un valore unico positive; cosi: 



v/8 = + 2 

4." V indice e dispari e la quaniitd soiio il 
segno e negativa. In tal caso il radicale ha un 
valore unico negative; cosi: 



v/ — 8 z= — 2. 

53. Radige di UN PRODOTTo, d'una frazione, di 
UNA POTKNZA, DI UNA RADIGE. Nei paragpefi che 
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seguono si tratta esclusivamente dei valori po- 
sitivi dei radicali. a) < Per estrarre la radice di 
un prodotto basta estrarre la radice dei singoli 
fattori. » 
Formola : 

« J — — n . — n ,— K . — 

sJabazrLsJa sjo \fc. (a) 

A dimostrare questa regola, o cio che e lo 
stesso, a dimostrare Teguaglianza di valore delle 
due scritture 

\/abG 
e 

sja \/b \/c 

mostreremo che innalzandole arnbedue alia po- 
tenza /i"'"** si ottengono eguali risultati. Ora 

\\/ abc) :=: abe 
per definizione (§ 5) e per il teorema d a § 44 

iVa Vb V^y = ("v/a )"(V 6 )''("v/ c ) = a b c, 

c. d. d. 

b) « Per estrarre la radice n"'"'* di una fra- 
zione basta estrarre la radice n"'"'» dei due ter- 
mini. » 
Formola : 
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Per dimostrare Teguagiianza dt queste 
quantity dimostreremo che le potenze «"""" s 
eguali; infatti per deflnizione 



(i/!)"-t 



e (vedi e, § ^4) 



Va\_(:^a)\ 



(£) 



c. d. d. 

c) « Per estrarre la radice ila una polei 
si divide (quando cio e possibile) I'espone 
della potenza per I'indice del reUicale, » 
Formola : 

Sia mdivisibile per n, ed — —.ij,ondenqz 
Dico che 

Infalti, innalzando queste due quantita . 
potenza n, sara 

e (§ 44, c) 
c d. d. 
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Esempio: 

y^ — a3, v/ o^i = a«. 

Osseroazione. Avendosi da estrarre la radice 
di una potenza quando Tesponente e superiore 
airindice ma non divisibile per esso, si puo 
procedere come segue. Sia 

Si scompone52in 49 + 3; a" = a*'4-3=za*^.a^. 



ma 

onde 

v/"^2 =: a? \/ as". 

c?) « Per estrarre la radice m^''"'» della radice 
^:/ma jj qh numcro, si estrae la radice m x /i"*"« 
da quel numero. » 
Formola: 



i/> 



V^ = ""^/a. (^ 



Innalziamo queste due quantita alia potenza 
m n : la seconda si riduce ad 



(mn . — \»«tt 
\/a) =a: 
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la prima si pu6 innalzare prima alia potenza m, 
poi alia potenza n, che e come innalzare alia 
potenza m n, e si ha 






c. d. d. 

54. Semplificazione dei radicali. Teorema. 
« Non si altera il valore di un radicale molti- 
plicando (o dividendo) Tindice del radicale e 
Tesponente della quantity sotto il segno per uno 
stesso numero. > 

Formola : 

Dico che le potenze np di queste due quantita 
sono eguali. 
Infatti 

si ottiene innalzando prima alia potenza n, poi 
alia potenza p: ora 

mentre per definizione 

\\/a*"p) zna'^P, 
c. d. d. 
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Da questo teorema segue la regola, che 
« Per semplificare uq radicale si dividono 
I'indice e I'esponente per il loro massimo comun 
divisore. > 

Esempio: 



^v/a'" b'^' c^' — a b' c^ \/' a"" V b\ 

55. RlDUZIONE DEI RADIGA.LI ALLO STESSO INDIGE. 

<c Per ridurre piu radical! alio stesso indice basta 
molLiplicare T indice di ogni radicale e Tespo- 
nente della rispettiva quantita sotto il segno per 
il prodotto degli indici di tutti gli altri radicali. » 

Tale operazione conduce evidentemente a ra- 
dicali aventi tutti lo stesso indice, e non altera 
il valore dei radicali per il teorema del para- 
grafo precedente. 

Esempio. Abbiasi 



\/a7^ \/ a^, \/ a 



84 



Questa operazione e soggetta alle stesse sem- 
pliflcazloni della riduzionedellefrazioni alio stesso 
denominalore. Si puo prendere per indice comune 
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di piii radicali qualsiasi multiplo comune degli 
indici, e in particolare il minimo multiplo. 
Esempio. I tre radicali. 



iO/"~r~ 12 /--r— 20/—-— 

equivalgono a 

V^\ '{/Ij^ 'V^ 

Gome applicazione si possono dare le due se- 
guenti regole: 

a) Per moitiplicare fra loro piii radicali, se 
essi hanno lo stesso indice si estrae la radice 
del prodotto delle quanlita sotto il segno. Cosi 



s/ a \/ h v/ c zziyabe, 

infatti questa non e altrb che la formola (a) del 
§53. 

Se i radicali non hanno lo stesso indice, essi 
si riducono prima alio stesso indice e si torna 
al caso precedente. 

Esempio: 

'Va . 'Vb . 7e =2 V"^ 7"^ V~^ =: 1/^^T^ 

b) Per dividere due radicali, se hanno lo 
stesso indice si estrae la radice del quoziente 
delle quantita sotto il segno: 

\/ d ^-i/ a 

VT~V "^^ 
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questa e la formola (6) del § 53; se hanno indici 
diversi si riducono alio stesso iiidice, e si torna 
al caso precedente. 
Esempio : 



56. EspoNENTi FRA^zioNARi. Un Gsponente fra- 
zlonario non ha da per se alcun significato, 
Tesponente dovendo per la sua defiaizione essere 
un numero intero. Si conviene per6 che 

« Un numero innalzato ad un esponente fra- 
zionario rappresenti la radice d'indice uguale al 
denominatore, di quel numero innalzato ad una 
potenza indicata dal numeratore;» 

ossia il significato deiresponente frazionario 
6 indicato dalla formoA: 



m 



a " — v/am. 

Si e condotti a stabilire questa definizione dalla 
formola (c) del § 53, generalizzando quella for- 
mola che e dimostrata solo per il caso di m di- 
visibile per n. 

Stabilita questa convenzione si puo abbando- 
nare nel calcolo il segno radicale e sostituirvi 
Tesponente frazionario: cosi invece di 

\/l024, l/'a, v^mS 



tx 
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si scrivepA 



ill 
10245, a»^ yy^s. 

si vede con cio come la semplificazione di un 
radicale si riduca alia semplificazione di una 
frazione, la riduzione di piu radical! alio slesso 
indice alia riduzione di piu frazioni alio stesso 
denominatore, ecc. 

Pero, per giustificare T introduzione nel cal- 
colo di questi esponenti frazionari, conviene mo- 
strare che la formola fondamentale del calcolo 
d^lle potenze 

a'«. a« = aw' + w 

e valida anche per essi. 
Dico cio6 che 

m p m p m q ^ n p 

Infatti per la convenzione fatta 

m 

— n. 

p_ 

a 9 z=.\^ ap 

tn p 

a^,ai = \' w", \' ap 
e riducendo questi radicali alio stesso indice 

fi/— — q, nq, wq, nq , 

v/ a'" . V «^ = s/w'H . \/a»p = V a*"? . a*>P ; 

PlNCHERLE. 7 
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"^/^a^ 



i alLre regole del calcolo delle potenze sono 
le anclie pttr gli esponenti frazionsri. 



PARTE SECOND A . 
EQUAZIONI Dl PRIMO E Dl SECONOO GRADO 



SEZIONE I. 

TEORIA DELLE EQUAZIONI BI PRIMO GRADO 



GAPITOLO X. 

Preliminari. — Risoluzione 
delle equazioni di V grado ad una incognita. 

57. DicFiNizioNi. La scrittura algebrica die 
serve ad indicare che due espressioni hanno lo 
stesso valore si dice eguaglianza; il segno del- 
Teguaglianza e (=); Tespressione a sinistra del 
segno (=:) 6 il primo membro e Tespressione a 
destra 6 il secondo membro delTeguaglianza. 

Le eguaglianze si distinguono in identitd ed 
equazioni. Un' ideniiid e un'eguaglianza o evi- 
dente pep se stessa, o soddisfatta qualunque siano 
i numeri particolari che si sostituiscono al posto 
delle lettere die vi entrano. 

Gosi: 

3 = 3, 7 + 5-4 + 8, 
9 — (5 + 4)=i0, a + b~b + a; 
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cosi pure 



(a + 6) (a — (;) = a* — (>* 

{a-{-by — a*'\'2ab + b* 



sono IdentilA. Le iHentitA esprimono talvolta 
Tenunciato dl un teorema. 

Un'ecjuazione invece e un'eguaglianza che e 
verificata solo se al posto di alcune leltere che 
vi entrano (e die si dicono incognite delFequa- 
zione) si soslituiscono valori nuraerici determi- 
nati e che si dicono soluzioni deir equazione 
stessa. 

Gosi 

4 0? + 3 =: 23 

e un'equazione; infatti essa e verificata (cio6 il 
1." membro diventa ideatico al secondo) solo se 
in luogo di x pongo il valore 5; a?=:5 sarA dun- 
que la soluzione di quelTequazione. 

Risoloere un'equazione vuol dire trovarne le 
soluzioni. 

Uii'equazioae e la traduzione, in linguaggio 
algebrico, dell'enuncialo di un problema: le in- 
cognite delle equazioni sono le quantita richie- 
sle nel problema. 

Un'equazione e completamente risoluta quando 
si giunge, in seguito a convenienti trasforma- 
zioni, ad ottenere T incognita isolaia in un mem- 
bro, cio6 senza coefficiente ne esponente, e nel- 
Taltro membro soli termini conosciuti. 

Si usa di rappresentare le incognite colle ul- 
time lettere delTalfabeto a?, y, z, Se nelle equa- 
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zioni entpano quantita che si riguardano come 
conosciute, ma di cui non 6 fissato il valore nu- 
merico, esse si sogliono denotare coUa iettera a, 

Le equazioni si classiflcano a seconda del ioro 
grado e del numero delle incognite: e convieiie 
definire che cosa sia precisamente il grado di 
una equazione. 

Un'equazioue ad una incognita sola si dice 
del grado n"'"^ quando Tesponente piii elevato 
deir incognito 6 n, posto pero che T equazione 
non contenga Tincognita ne in denominatore, ne 
sotto un radicale, cioe posto che Tequazione sia 
iniera e razionale. 

Un'equazione a piii incognite si dice del grado 
n quando fatta la somraa degli esponenti delle 
incognite nei vari termini, la massima somma 
risulta eguale ad n, supposto ancora che Tequa- 
zione sia intera e razionale. 

Gosi Tequazione 

8a?5 + 2zz9a?3 
e del S.** grado; Tequazione 

e pure del S.*' grado; invece non si puo dichia- 
rare senz'altro il grado delle equazioni 

2 9 4 

8 ^3 — 5^ —I — --3 

X + v/a? = 14, \/a?3 ^ -f- 4 = 7 a? ?/*, 
perche non sono razionali od intere. 
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L'algebra elemeatare si occupa della risolu- 
zione delle equazioni di 1." e 2." grado: nell'alge- 
bra complementare s'insegna a risolvere le equa- 
zioni del 3.° e del 4.*' La risoluzione delFequazione 
di 5.« grado richiede cognizioni di analisi supe- 
riore; non si sanno risolvere le equazioni di 
grado superiore al 5.' che in casi particolari. 

58. Pringipii generali relativi alle equa- 
zioni, E LORO gonsbguenze. Due equazioni che 
hanno le medesime soluzioni si dicono equiva- 
lenti. Prineipio L « Aggiungendo o togliendo una 
stessa quantita ai due merabri di una equazione 
si ottiene un' equazione equivalente. » 

Gosi I'equazione 

4 a? + 3 = 23 

e soddisfatta da a? = 5, ed e del pari soddisfatta 
I'equazione 

4 a? + 23 =: 43, 

e Taltra 

4 a? — 2 = 18. 

Conseguenza. « Trasportando un termine da 
un membro di un'equazione nell'altro, purche si 
cambi il segno di quel termine, si ottiene una 
equazione equivalente. » 

Abbiasi I'equazione 

ax -\-h-=r.e 
e si tolga h ai due membri; verra 

aa?-|-6 — 6 = c — [/, 
ossia 
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ed il termine h che si trovava nel primo mem- 
bro col segno + figura trasportato nel secondo 
col segno — . Gosi neli'equazione 

ax* — 5 = 6 a? 
si aggiunga 5 ai due membri, verra 

aa?2 — 5-[-5=:^a?-|-5, 
ossia 

a x'^ :=z b X -\- h 

ed il termine — 5 che si trovava nel 1.° membro 
e trasportato nel 2." col segno cambiato. 

Prinelpio IL « Moltiplicando o dividendo i due 
membri di un'equazione per una stessa quantita 
(purche questa quantita non sia ne possa diven- 
tare nulla) si ottiene una equazione equivalente. 

Gosi I'equazione 

4 a? + 3 = 23 

e soddisfatta da a? z=: 5, e sara pure verificata 
da a? =: 5 I'equazione 

4 ^ 23 

— a? + 1 = — 
3 ^ 3 

o 

28a? + 21=:161. 

Non si puo dividere o moltiplicare un*equazione 
per un numero che sia o possa diventare zero. 
Per esempio Tequazione 

a?" — 1 ri: 3 a? — 3 
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e soddisfatta da a? zz l : ma se divido i due raem- 
bri per a? — 1, viene 

che non e soddisfatta da a? =i 1. 

Conseguenza L « Si possono togliere i fat- 
tori comuni a tutti i termini di un'equazione. » 
:i Gosi all'equazione 

32ar« — 48a?=16 

si puo sostituire Taltra piu semplice 

2 a?* — 3 a? = i. 

Conseguenza IL « Si possono far sparine i 
denominatori in una equazione. » 
Sia I'equazione 

X i X 

moitiplico tutta I'equazione per 5 . 7 . 3, il che non 
altera la soluzione delTequazione: ed ottengo 

5.7.3a? 5.7.3 5.7.3a? 

= 2.5.7.3 

5 7 3 

e seraplificando ed eseguendo, 

21 a? — 15 = 35 iP — 210, 

equazione equivalente alia prima, ma scevra di 
denominatori. 
Sia Tequazione 

a? 1 7 a? 

4 6 ~" 12 3 ' 
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moltiplico lutla Tequazione per 12 e trova 

12 a? 12^ _ 12.7 _ 12 . a? 

~4~ ~6~"" 12 3 

o semplificando, 

3a? — 2=z7 — 4a?. 

Da cui la regola: 

« Pep far sparire i denominatori da un'equa- 
zione si moltiplica tutta Tequazione per un mul- 
tiplo comuae dei denominatori. A multiplo co- 
mune si puo prendere il prodolto dei denominatori ; 
e preferibile il loro minimo multiplo. » 

Conseguenza III. «Si possono cambiare tutti 
i segni in un'equazione. > 

Infatti cambiare i segni di un'equazione altro 
non e che moltiplicarne tutti i termini per — 1. 

Gosi dairequazione 

— 3a? + 5=: — 7a? — 3 
si ricava, moUiplicando tutta Tequazique per — 1 

3a? — 5 = 7a? + 3. 

59. RiSOLUZIONE DBLL*EQUAZIONE DI 1.° GRADO 

AD UNA INCOGNITA. Abbiasi Tequazione 

6 12 9^4 

Risolvere quest'equazione significa, come si e 
detto. trovare quel numero, o quei numeri, che 
sostituiti ad a? rendono il primo membro iden- 
tico al secondo. 
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Iiicomincio dal far sparine i denominatori (prin- 
cipio 2.°, conseguenza 2.*) moltiplicando tutta 
Tequazione per 36, ed otlengo 

6 a? — 3 = 4 a? + 45 (2) 

Trasporto — 3 nel 2.° e 4 a? nel 1.® membro, 
cambiando i loro segni (princ. 1.% conseguenza) 
e trovo 

6 a? — 4 a? = 45 + 3 (3) 

e riducendo i termini simili, 

2 a? =z 48. (4) 

Divide tutta I'equazione per 2 : 

a? = 24 ; (5) 

ed ora T incognita e isolata nel primo membro 
ed il secondo contiene soli numeri conosciuti, 
cioe Tequazione e risoluta e la sua soluzione e 
a? = 24. Difatti ponendo 24 al posto di a? nelFequa- 
zione primitiva (1) ed eseguendo le operazioni 
si trova Tidentita 

47 47 



12 12 

Le operazioni fatte su questa equazione parti- 
colare si possono ripetere su tutte le altre: e si 
e cosi condotti alia seguente 

Regola generale: « Per risolvere un'equa- 
zione di primo grado ad una incognita: 

« 1.° Si fanno sparire i denominatori. 

« 2." Si trasportano i termini conosciuti tutti 
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in un raembro, i termini contenenti T incognita 
tutli neli'altro. 

« 3." Si eseguisce la riduzione dei termini 
simili. 

« 4.® Si divide tutta Tequazione per il coef- 
ficiente deli' incognita. » 

60. Equazione generale di 1.'* grado ad una in- 
cognita. Qualunque equazione di 1/ grado ad 
una incognita conterra nel primo membro ter- 
mini coir incognita e termini conosciuti e cosi 
nel 2.** membro: e riducendo i termini simili nei 
due membri, I'equazione verra a contenere 4 ter- 
mini; e la sua forma generale, cioe il Upo cui 
si potranno ridurre tutte le equazioni di 1.° grado 
ad un' incognita sara 

dove a, 6, c, rf, sono numeri conosciuti, che nelle 
varie equazioni particolari potranno avere qual- 
siasi valore numerico. Applicando la regola ge- 
nerale: 

ax — cxzzid — b 

(a — c)x=zd — b 

e 

d — b ._. 

X — . (2) 

a— c 

Per esempio, I'equazione 

2a? — 5 = a? + 4 

e un caso particolare deU'equazione (1) e I'equa- 
zione (1) vi si riduce ponendo 

a=z2, 6=z— 5, C=i:l, cZ=:4; 
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la formola (2) applies ta a questo caso d6 

4 + 5 ^ 
X =: — ' — =z 9. 

2 — 1 

61. Discussion K deli/equazione di 1." grado ad 
UNA INCOGNITA. L'equazione di prime grado ad 
una incognita anamette dunque una sola solu- 
zione, che e espressa in forma di frazione il cui 
numeratore q d — b, ed il denominalore a — c. 
Ora una frazione ha sempre un significato ben 
determinato, e pu6 essere positive, negativa o 
nulla, purche il suo denorainatore non sia zero. 
Invece le frazioni: 

m 
6 



I' 
 





non hanno alcun significato determinato; ed in 
quei casi in cui i coefficienti a, b^ c, d delPequa- 
zione ci portano ad una soluzione 

della forma o , vi e dubbio circa il si- 



gnificato di tale soluzione: simili casi vanno 

percid attentamente discussi. 

I) Sia Tequazione tale che x prenda la forma 

E necessario per questo che sia 

d = 6, e a =z c, 
e in tale ipotesi Tequazione e 

ax-{-bz:zax-\-b^ 
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cioe si Hduce ad una ideatita, ed i^ soddisfat 
qualunque sia il valore che si ponga at luo; 
di X. Percift quando la soluzione prende la forn 

, I'equazione e indeterminaia a soddisfatta i 

qualunque numero, e si pud dire pertanto cl 

- — - e il simbolo delV indeterminatione. 


II) Sia I'equazione tale che la sua soluzioi 
pranda la forma 



dove m 6 un numero divepso da zero. Ques 
frazione aventd per denominalore lo zero non I 
signiflcato, e per interprelare questo simbolo o 
oopre ricoprere aU'equazione. Se la soluzione 



e — -, ci6 vuol dire che a — ced6 diverse i 


b, ossia re(]uazione ^ 

ax-^b:=ax-{-d. 
Nfa quests scrittura espressa in parole suon 
« Qual'6 il numero x che molliplicato per a 
aggiunto ad un numero dato b, d& lo stesso r 
sultato che molliplicato per a e aggiunto ad i 
numero diseguale rf?» E cliiaro che un la 
ppoblema 6 imposslbile, qualunque sia il m 

mero ar, e percio il simbolo ai dirfi simbo 

d'imposaibiUla. 



Sjjvw' »vj.,.,. 






>.^-' 



.'1 
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Osseroazioni. a) Una frazione della forma 

5r" 

non ha nulla d'eccezionale e ha per valore 

m 

zero. Se dunque in un'equazione 

_ c/ — J _ _0_ 
a — c m 

ossia d:=zby e a e diverse da c, la soluzione del- 
ref[nazione sara 

x — 0, 

Gosi Tequazione 

a x-{-bz=iex-\-b. 

ha per soluzione a? — 0. 

6) II simbolo — , che abbiarao detto sim- 

bolo d'impossibilita, si dice anche simbolo del- 
V infmito (e si indica col segno oo). Per spiegare 
cosa sMntenda precisamente con questo modo 
di dire, stabiliremo che: 

« Una grandezza variabile si dice tendere al- 
Vinfiniio quando essa puo assuinere valori grandi 
quanto si voglia, cioe maggiori di qualunque nu- 
mero assegnato. » 

Per esempio se si considera la serie del nu- 
nneri primi, i nunneri di questa serie divengono 
infiniti, cio6 superior! a qualunque numero che 
si possa assegnare. Gosi se si considera un an- 
golo A OB e le perpendicolari MP, M' P\ M" P'\.., 
che si ponno abbassare dai punti di un lato deU 
Tangolo suU'altro lato, queste perpendicolari 
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tendono (coirallontanarsi dei punti M, M\ M'\ 
dal verlice deirangolo) airinfinito, cioe divengono 
superior! a qualunque lunghezza. 




Gio posto, una frazione il cui denominatore 
divenla ognora piu piccolo acquista vaiori tali 
da superare qualunque grandezza e si dice percio 
divenlare infinita. 

Per esempio la serie di frazioni 



10 ' 1 ' 0,1 ' 0,01' 0,001 ' 0,0001' 0,00001 

in cui i denominatori vanno decrescendo, equi- 
vale a 



10 



., 4, 40, 400, 4000, 40000, 400000, ecc, 



dovefe frazioni vanno crescendo ediventano tanto 
maggiori quanto piu piccolo diventa il denomi- 
natore. Percio se in una frazione il denomina- 
tore non e esattamente nuUo, ma va diventando 
sempre piii piccolo, la frazione diventa sempre 
piu grande e si dice diventare infinita. Ma se il 
denominatore e assolutamente nullo, allora la 
frazione non ha piu alcun significato. 






:sv 
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62. MoDO Di FAR SPAaias i radigali da una 
EQUAzioNE. Quando in una equazione si contiene 
un radicaie, questo si fa sparire isolando prima 
il radicaie, poscia innalzando Tequazione alia 
potenza indicata dairindice del radicaie. Limi- 
tandosi al caso dei radicali quadratici che oc- 
corrono piu di frequente, si vede essere neces- 
$ario di isolare il radicaie, che altrimenti ricom- 
parirebbe nei doppi prodotti che si hanno quando 
s*innalza una sorama al quadrato. Dopo fatti 
sparire i radicali si puo riconoscere il grado 
deirequazione e risolverla se e di primo grado. 
Gonviene per6 verificare se le soluzioni che si 
trovano convengono alPequazione proposta; esse 
potrebbero esservi anche estranee, perche in- 
nalzando un'equazione al quadrato si ottiene una 
nuova equazione che contiene le soluzioni non 
solo del la prima, ma di un'altra ancora. Cosi, se da 

AzzzB 

deduciamo innalzando al quadrato, 

si deve notare che quest'uUima equazione po- 
teva anche ottenersi innalzando al quadrato 

di cui contiene dunque le soluzioni. 
Esempio. Sia da risolvere 



2 + v^ ^' + 1 =■ ^ — 4 : 
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isolo prima il radicale, 



\/a?* -)- 1 zza? — 6; 
ianalzo i due membri al quadrate, 

^• + 1 =3?' — 12 a? + 36; 
riduco i termini simili 

12 a? = 35, 

35 

a? =z 

12 

6 sostituendo neU'equazione proposta 



2 + ' 


^/( 


35 y 35 
12/^ 12 


eseguendo 








2 + 


37 35 
4 

12 12 



che non 6 esatta; invece si ha 

37 35 

2 =z 4: 

12 12 

35 
ossia e soluzione delTequazionfr 



2 — v/^' + l =:a? — 4. 

PlNCHEEtLE. $ 



^ . r 
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CAPITOLO XI. 

Risoluzione e discussione 
ivbtemi di primo grado ad una incognita. 

BjSOI.UZIONB DEI PROBLBHI PER MEZZO DELI.B 

iioNr. Le equazioni aervoiio alia risoluzione 
roblemi. Proposlo che sia un probiema, si 

(ii Iradurne I'enuncieto con una equazione 
;ti equivalga perfettamente; si risolve, coi 
li ilali dall'slgebra, I'iiquazlonc cosi stabi- 
infine si liiscute la soluzione trovala, cioe 
Brda se essa soddisfa o meno al problems 
^uali casi essa sia ammissibile. La risolu- 

algebrica di un problems consta adunqiie 
i parti: 

Mettere il probiema in equazione, o inia- 
e I'equazione corrispondente aU'enuncialo. 

I. Risolvere I'eqnazione. 

II. Discutere le soluzioni trovate. 

1 si possono dare regole genorali per inla- 

e I'equazione di un probiema; per6 bisogna 

;re i seguenti precelti: 

.° Distinguere chiaramonte neU'enuiiciato 

anlitA note dalle incognite. 

." Rappresentare I'incognila (o le incognite) 

leltere x (y, i ...) 

." Indicare sopra I'incognita le operazioni 

lervirebbero per veriflcare il probiema se il 

e del I'incognita fosse conosciuto: si giun- 
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gera sempre in tal modo ad oUenere due quan- 
tita che dovranno essere uguali e che separate 
col segno (z=) daranno Tequazione del problema. 

64. EsEMPi Di PROBLEMI. Esempio V < La somma 
di due numeri e 46, la loro differenza 18, quali 
sono questi numeri ? » 

Indico con a? 11 minore dei due numeri, il mag- 
giore sara quello che insieme ad x d^ 46, cioe 
46 — X. Se i due numeri a? e 46 — a? fossero 
quelli che verificano Tenunciato, la differenza 
sarebbe 18: questa scrittura 

4C — a? — a? =2 18 

d«k pertanto Tequazione del problema: risolvendo 

— 2 a? = — 28 

a? = 14, 46 — a? = 32. 

Generalizzando : « La somma di due numeri 
e un numero dato a, la differenza un numero 
dato 6, quali sono questi numeri? > 

Indico con a? il minore dei due numeri, il mag- 
giore sara a — a?, e si ha Tequazione 

a — a? — a? = 6 
2 a? :z= a — 6 
a — 6 



a — a? z= a — 



2 

a — b a-f-b 



Dunque se la somma di due numeri e a e la 
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nza b, i due numen saranno 
a+b a—b 



da una regola facile a ritenersi e ad 
lersi in parole. 

ipio 2° « Un padre ha 34 anni e suo fi- 
3 ha 10; fra quanli anni Tela del padre 
ripla di quella del flglio?* 
X il numero degli anni necessario affin- 
6 avvenga. Fra x anni il padre avrd anni 
■, il figlio avr^ anni 10 + a^ e se ar fosse 
ero cercato, 34 + 3: dovrebbe essere uguale 
^olle JO + a;; per cui I'equazione del pro- 



34 + a;=:3{10 + 3:) 
34 + » = 30 + 3 a; 
— 2a;= — 4 



I del padre sard tripla di quella del figlio 
inni, come e facile veriflcare. 
CoNDizioNi iMPLiGiTii:. Talvolla I'equazione 
londente ad un problema ^ possibile ed 
,te una soiuzione determinata, mentre il 
Tia e iiupossibile, cio6 quella soiuzione 
i6 eonvenire aU'enuneiato per condizioni 
ute implicitamente in esso. Per esempio 
in problema 1' incognita e un certo nu- 
ll persone e i'equazione corrispondente 
nciato ha per soiuzione un numero fra- 
.0, quella soiuzione puo eonvenire all'equa- 
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zione, ma non al problema, il quale pichiede che 
la soluzione sia un numero intero. 

66. Interpretazione delle soluzioni negative. 
Un*equazione pu6 anche essere soddisfatta da un 
numero negativo; ma quaT^^ il significato della 
soluzione negativa di un probjema? In alcuni 
casi, la soluzione negativa pn6 indicare impos- 
sibilita; in altri essa si pu6 interpretare con una 
lieve modificazione neirenunciato del problema, 
ricordando le cose dette a § 16 sul significato 
concpeto dei numeri negativi. 

Esempio: 4f Un padpe ha 30 anni, il figlio ne 
ha 15: fpa quanti anni Teta del padpe sapa tpi- 
pla di quella del figlio? » 

Ragionando come a § 64, si tpova pep equa- 
zione del ppoblema: 

39 + a?=:3(15 4-a?) 
e pisolvendo : 

3? = — 3; 

si ha una soluzione negativa che significa es- 
sepe il ppoblema impossibile, almeno colTattuale 
enunciato. Ma ossepviamo che il numepe cep- 
cato esppimeva anni in avvenipe e se questi si 
contano con numepi positivi, -vanno contati coi 
numepi negativi gli anni in passato. Pep cio il 
numepo — 3 indica 3 anni in passato. E appunto 
la soluzione che si tpovepebbe se si pisolvesse 
il seguente ppoblema: 

« Un padpe ha 39 anni, suo figlio ne ha 15; 
quanti anni fa Teta del padpe epa tpipla di 
quella del figlio? » 






;*f*^ 



118 



Algebra elementare. 



CAPITOLO XII. 



Equazioni di 1.^ grado a due incognite. 

67. I siSTBMt DI EQUAZIONI. Sistema di equa- 
zioni simultanee 6 I'insieme di piili equazioni che 
devono essere soddisfatte coDtemporaneamente 
dagli stessi valori delle iocognite (soluzioni). 

Due sistemi di equazioni diconsi equivalenii se 
sono soddisfatti dalle stesse soluzioni. 

Un'equazione sola con due incognite e inde- 
ierminata: cioe ^ soddisfatta da un numero in- 
finito di soluzioni. Infatli si puo dare un valore 
arbitrario ad una delle incognite e risolvere 
I'equazione rispetto alFaltpa. 

Gosi avendo 



fatlo 



3x + 4 1/7=25 



a? 1= 1, ne risulta y =: 



a? = 2 » » fj 



a? = 3 > 



y^ 



22 

19 

4 ' 
4; ecc. 



Due equazioni con una sola incognita costi- 
tuiscono in gene rale un sistema ineompatibile^ 
cioe che non puo essere soddisfatto: infatti risol- 
vendo una delle equazioni, non vi sar6 ragione 
perche il valore che ne risulta soddisfi anche 
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Taltra, a meno che le due equazioni non abbiano 
una speciale relazione fra di loro. 
Esempio. Dato il sistema 

3 ^ _ 4 =z 14 ^ 

2 ^ — 7 = 30 S 

il valore a? — 6 che soddisfa aila prima non sod- 
disfa alia seconda equazione. Un problema che 
da luogo ad un equazione con 2 incognite si 
dice indeterminato, a 2 equazioni con una sola 
incognita si dice troppo determinato. 

La stessa osservazione si 6 generalizzata ed 
ha portato ad enunciare che: 

« Un sistema di n equazioni con piu di n in- 
cognite 6 indeterminato. 

< Un sistema di n equazioni con meno di n 
incognite e in generaie incompatibile. 

4c Affinche un sistema di piti equazioni sia com- 
patibile e deteminato 6 in generaie necessario 
e sufficiente che esso contenga tante equazioni 
quante sono le incognite. » 

68. PaiNClPi RBLATIVI ALLB EQUAZIONI SIMUL- 

TANEE. Principio I. Dato un sistema di equa- 
zioni, se ad una di esse si sostitutisce Tequazione 
ottenuta sommando o sottraendo due o piii delle 
altre membro a membro, il sistema che si ot- 
tiene e equivalento al primitive. 

Gosi al sistema di equazione che rappresen- 
teremo in modo abbreviato con 

C=z D 



Algebra elemenlare. 



\ sostiluire I'altpo equivalenle 

A = B 
C-D 

C+E=D-\- 



C—D > 

m C+B E= m D+ n F ) 

m eil n sono numeri qualunque. 
\eipio II. < III un sistema di equazioni si 
rl una di esse sostituire quella che si ottiene 
enJola rispetto ad una delle incognite, e alle 
luelle che si hanno soslituenilovi per quella 
lita il valore <i8lo dalla prima. In tal modo 
un sistema equivalents a quello proposto. 
( dal s 



l = S Alx,y,z) = B(x,y,i) \ 

' ^ D ossia C (x, y,x)z^ D (x, y, *) > 
'.:=F Eix,y,z) — F(x,ij,x)  

I dedurre dalla prima equazione x risol- 
la considerando per un islante y q t come 
ri conosciuli, 

x-M{y, z) 

endo in lungo di x il suo valore nelle altre 
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due equazioni, si oUiene il sistema seguente: 

E{y,z) = F'{y,z) \ 

Questi due principi convenientemente appiicati 
servono alia risoluzione di tutti i sistemi simul- 
tanei di prirao grado. Gi occuperemo anzitutto 
dei sistemi di due equazioni con due incognite. 

69. Risoluzione per sostituzione di un sistema 
Di DUE EQUAZIONI A DUE INCOGNITE. Per fisolvere 
un tal sistema e necessario eliminare una delle 
incognite, cioe farla sparine onde avere una 
equazione con una sola incognita : cio si ottiene 
col metodo indicato dal 2." principio; Telimina- 
zione eseguita in tal modo si dice eliminazione 
per sostituzione. — Sia il sistema. 

(1) 



Qx--- y- 7. j 



Risolvendo la prima equazione rispetto ad a?, 
come se y fosse conosciuto, si ricava 

26-4^ 

X = 

3 

e in virtii del secondo principio si puo al si- 
stema (1) sostituire 



26-4// 

X =: 



26-4,y 
6 . — — y — 1. 



(2) 
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Ora si scorge che la secondaequazione contiene 
la sola incognita tj) si potra dunque risolvere que- 
sfequazione col metodo conosciuto e si trovera 

e al sistema (2) in virtii del principio 2." si puo 
sostituire Taltro 



26 — 4 . 5 
3" 



a?=z---- - = 2 I 



e qui le incognite essendo isolate, il sistema si 
trova risoluto. II sistema proposto ha dunque 
per soluzioni 

£/ = 5, a? = 2, 

e lo stesso procedimento si puo applicare a tutti 
i sistemi di due equazioni a due incognite. 

70. RlSOLUZlONE PER RIDUZIONE DI UN SISTEMA 
DI DUE EQUAZIONI A DUE INCOGNITE. EspOUiamO 

ora un secondo metodo che si applica talvolta 
con maggior vantaggio del precedente. Abbiasi 
il sistema 



x+ 1^ = 13 S 



(1) 



se si sottraggono membro a membro queste due 
equazioni, si avr^ il sistema equivalente (per il 
1." principio) 

2£/ = 18 \ 

a? + v = 13 ) 
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da cui 



a? + 9i=:13 ) 



(3) 



e finalmente 



(4) 



X=:i ) 

ed il sistema e cosi risoluto. 

Questo esempio ci conduce ad osservare che 
reliminazione di un* incognita si puo fare facil- 
mente se i coefficienti di questa incognita sono 
eguali nelle due equazioni: basta sottrarre le 
equazioni membro a membro se quei coeflficienll 
iianno egual segno, o sommarle se hanno segno 
contrario. Ora, siccome le soluzioni non si al- 
terano moltiplicando i due membri di una delie 
equazioni per un nurnero qualunque, cosi si po- 
tranno sempre scegliere tali moltiplicatori che 
i coefficienti di una delie incognito nelle due 
equazioni si riducano eguali. 

Esempio: Abbiasi il sistema 

^ ^ (1) 

6ar- i/=z 7. ) 

Moltiplico la prima equazione per 6, la se- 
conda per 3, ed e evidente che in tal guisa i 
coefficienti di x saranno uguali nelle due equa- 
zioni, ottenendosi cosi: 

18a? + 24// = 156 

\ (2) 

18 a?— 3y=i 21 



"■';i 
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e soUraendo 

27 1^ = 135 

Trovato il valore di ^, si ottiene subito dalla 
seconda equazione 

6^ — 5 = 7 

6 a? = 12, x — 2. 

Si vede dunque die i coefficienti di un' inco- 
gnita nelle due equazioni si rendono eguali mol- 
liplicando la prima equazione per il coefficiente 
deir incognita nella seconda e viceversa. Si puo 
pero, quando i due coefficienti sono numeri non 
primi fra loro, moltiplicare le due equazioni per 
numeri piu semplici, in guisa da ridurre le equa- 
zioni ad avere per coefficiente comune di quelle 
incognite il minimo multiplo dei coefficienti pri- 
mitivi. Gosi nel sistema (1) precedente basta 
moltiplicare la prima equazione per 2 e si otliene 



^3) 



6a; + 8f/ = 52 ] 

Qx— y- 7 S 

(la cui colla sottrazione 

9 r/ = 45, ij — b. 

II metodo ora esposto si dice di eliminazione 
per riduzione. 

71. Riduzione per sostituzione di un sistema 
genera le di due equazioni a due incognite. uu'e- 
quazione a due incognite contiene tre specie di 



o riducendo 



a 

__ ac' — ca' 
'^ -" a Jy — b a' 






t  - '■^.  ^^^ 
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termini non simiii fra loro: quei termini che con- 
tengono la prima incognita, quelii che contengono 
la seconda, e i termini conosciuti. Trasportando 
i termini delle prime due specie nel primo mem- 
bro, quelii della terza specie nel secondo e ri- 
ducendo i termini simiii, la forma generale di 
un*equazione di primo grado a due incognite sara 

ax-\-b y^ize 

(love a, 6, c sono, nei vari casi particolari, nu- 
meri conosciuti. 

Un sistema a due equazioni di primo grado a 
due incognite sara dunque in generale della forma 

ax + b tj^ze ) 

(1) 
a'x-{-b' y = &. ) 

Risol vendo questo sistema per sostituzione, viene 

c — b y 
X =:  - 

a 

c — b (J , , 

a\ '^ + b'y = c' 

a 






a 
a' c ^ a b y -\- a b' y -izz a c ] 

c — b u 

X = ^ i 



•*».. 



■lis 



•'<;'ii 
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e sostituendo per y il valore cosi trovato nella 
frazione che dA il valore di a?: 



e^b 



ac' — ea' 
ab' — b a' 



X =: 



a 



o semplificando, supposto a non nullo 

cab' -^cb a' ^ b ac' -\-b ca' 



X =: 



a{ab' — b a') 
_a(cb'—be')__ cb'-^b & 



aiab'—ba') ab'-^ba' 

Le soluzioni del sistema (1) sono dunque date 
dalle frazioni: 



X = 



y 



cb' 


— 


be* 


ab' 




ba' 


ac 


— 


ca' 



(2) 



ab' -^b a' 



71 bis. RiSOLUZIONE del MEDESIMO SISTEMA COL 

METODO DI RiDUzioNE. II medesimo sistema ge- 
nerale 

aX'\-b y:=.e 

a'x + b'y + e' 

si puo anche risolvere col metodo di elimina- 
zione per riduzione. Moltiplichiamo la prima 
equazione per a', la seconda per a, e viene 

aa' x-\-b a' y = c a' 
aa' x-]- ab' yz^ ae' 
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e sottraghiamo la prima dalla seconda: viene 

{a h' -- b a') y :=! a & "- c a' 
ossia 

ae' — ea' 

fl- 



ab' -—b a' 

Moltiplichiamo invece la prima per b\ la se- 
conda per Z>, e viene 

ab' x-{-bb' y — eb' ^ 

ba'Qe-\-bb' y:=b& ) 

e sottraghiamo la seconda dalla prima: viene 

{ab' — ba')x — eb' — be' 

onde 

eb' — be 



a? = 



ab' — ba' 



soluzioni che coincidono con quelle trovate nel 
paragrafo precedente. 
72. Regola di Cramer. SuUe formole 

eb — bc' ac' — ca' 

^ — ~r. r-7> II 



ab' — ba' " ab'— b a' 

che verificano il sistema (1), si possono fare al- 
cune osservazioni. 

Intanto si vede che: < i valori di a? e di ^ sono 
frazioni aventi lo stesso denominatore, il quale 
si forma colla differenza dei prodotti in croce 
dei coefficienti delle equazioni (1). » 

« Si vede di piu che il numeratore di a? si forma 



128 Algebra elemeniare. 

(ial denominatore sostituendovi nl posto dei coef- 
ficienti a, a' di a? i rispettivi termini noti c, c' e 
ii numeratore di y sostituendovi al posto dei coef- 
ficlenti 6, 6' di ^ i rispettivi termini noti c, &. > 

Queste osservazioni valgono per il sistema ge- 
nerale e quindi per qualunque sistema partico- 
lare di due equazioni di primo grado a due inco- 
gnite; esse permettono di scrivere le soluzioni di 
un sistema senza bisognodeirapplicazioned*alcun 
processo di risoluzione. La regola enunciate di 
sopra e dovuta al matematico tedesco Cramer. 

Avendosi per esempio il sistema 

i valori di x ed y saranno frazioni il cui deno- 
minatore sara 

3 X 3 — 5 X (— 5) :^ 9 + 25 =z 34 ; 

il numeratore di x si formera ponendo in luogo 
di 3 e 5, rispettivamente 21 e 47, e sarA 

3 X 21 — 47 X (— 5) = 298 

e il numeratore di y ponendo in luogo di — 5e 
3 rispettivamente 21 e 47 e sara 



per cui 



3 X 47 — 5 X 21 = 36, 



298 36 



34 ' " 34 

73. DiSGUSSlONB DEL SISTEMA GENERALE DI SOLU- 
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zioNi. Le equazioni 

formano, per quanto si e veduto, un sistema ve- 
rificato dalle frazioni 

X =: 



ac — c a 
^ ab'-'ba' 

onde il sistema (1) ammette una soluzione unica 
per X e per y: i valori di x, y possono poi, se 
a, by Cy.. sono numeri razionali, essere interi o 
fratti, positivi o negativi, o anche nulli. 

Uunico caso di eccezione, che va studiato at- 
lentamente, si presenta quando si supponga nuUo 
il denominatore comune delle frazioni 2), perche 
sappiamo che una fi'azione il cui denominatore 
e nullo non puo avere significato. 

La presente discussione verra divisa in tre parti : 
a) < Se il denominatore comune 

ab'^ba' 

delle frazioni e nullo, ed e pure nullo uno dei 
numeratori, sar^ nullo necessariamente anche 
Taltro. > 
Dimostrazione. Essendo per ipotesi 

aU —ba' = 

PlNCIIERLE. 9 




ft:. 



;'w-i» 
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ed uno dei numeratori nullo, per esempio 

c 6' — 6 c' =: 0, 
ne risulta 
|; - aU ^h a\ eb' -^b d 

onde 

a b e b 






a! b' d b' 
e per conseguenza 



a 



onde 



o 



a' d 



ad zize a! 



a c' — c a' = 0, 

c. d. d. 

Segue da cio che se una delle incognite as 

m • 

sume la forma — , assume la stessa forma an- 

che Taltra e se una delle incognite assume la 


forma — , assume la stessa forma anche Taltra. 

b) « In secondo luogo, se le due incognite 

prendono la forma — , cio significa che il si- 

stema proposto e indeterminato. » 
Dimostrazione. Se le incognite prendono la 

forma — , cio si^^nifica che nullo il denomina- 
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tore comune ed uno dei numeratori e quindi 
anche Taltro, ossia: 

a 6' — 6 a' = 



oppure 



e quindi 



ah' z:^h a\ ac' zize a! 



a b e 



a' U d 

II valore di queste tre frazioni uguali rappre- 
sentiamolo con h\ si avra 

a b c 

a b c 

donde 

a^=.ha\ b z=ihb\ c = h c\ 

Tornando al sistema proposto 

a X -{-b ij zi^c 
a' X -\- b' y z= c' 

e sostituendo per a, 6, c, i valori trovati, si avra 

h a' X ~{- hb' y = h c' 
a' X -{- b' y ziz c' 

e dividendo tutto per h nella prima equazione 

a^ X -\- b' y zn c' ) 
a! X -\-U y ^=. e' ) 



Algebra elemenfare. 

inque se le incogDite si presentano sotto la 

I — — , il sislema non cotitiene in realld due 

ioni con due incognite, ma una stessa equa- 
scritta due volte: esse e dunque indeter- 

o, ed il simbolo — e ancora un simbolo 


rminazione. 
I « Finalmente se le due incognite haDno 

ma — , il sistema 6 impossibile, cio6 le due 

joni fra lore incompalibilL > 

lostrazione. Avendo le soluzioni del sislema 

ma — , il denominatore del sislema sara 


ma saranno divepsi da zero i numera- 
2io6 sari 



I h il valore di 



a = a'h, b — b'h 
loti che non 6 e uguale a c" A allrimenli il 

c a b 

rto — sarebbe uguale ad — ;- e — - e quindi 
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i numeratori dX x q6. y sarebbero nulli, contro 
ripotesi.) 
Le equazioni del sistema dato sono dunque 

a X -\-b y :=! c 
. a! X -\- b' y z=: c^ 

o sostituendo per a e 6 i valori trovati 

a' li X -\- b' li y zn c ) 
a' x + b' y-c' ! 

e dividendo per h: 

a'x + b' y = — 
a' X -j- b' y =: d 

Essendo — — diverse da c', come si e osservato, 
h 

queste equazioni esprimono che la somma 

(£ x-\-U y 

deve uguagliare due nurneri diversi per gli stessi 
valori di a?, y: il che e impossibile, cioe le due 
equazioni 

c 
a! x-\-b' yz=.—- 

a 

e 

o! X -\-U yzzid 

fYl 

sono fra loro imcompatibili. II simbolo — si do- 

o 

vra percio ritenere come simbolo d'impossibilita. 
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74. RlSOLUZlONE DI PROBLEMI CON SISTEMI DI DUE 

EQUAZioNi A DUE iNCOGNiTE. Gifca alia risolazione 
(ii problemi coq sislemi di equazioni a due (o 
piu) incognite, non vi e da aggiungere alcuna 
avvertenza generale alle cose dette a § 63; im- 
f)orta solo che il problema sia tale da dap luogo 
n tante equazioni quante sono le incognite: se 
le equazioni che si possono ricavare daU'enun- 
ciato sono in numero minore delie incognite, il 
problema e indeterminato; se si ricavano piu 
equazioni che incognite il problema e troppo de- 
lerminato, cioe generalmente impossibile. 

Neirintavolare le equazioni di un problema, 
si pu6 a piacimento aumentare 11 numero delle 
incognite aumentando anche il numero delle 
equazioni. Gosi il problema risoluto a § 64 si puo 
esprimere col seguente sistema di equazioni: 

uquivalente alia equazione unica scritta al para- 
;rrafo citato. 



GAPITOLO XIII. 
Equazioni di primo grado a piCi incognite. 

75. Eliminazionb per sostituzionb. Affinche 
un sistema di piii equazioni di primo grado coa 
piu incognite sia determinato e possibile, o in 
altri termini affinche risulti un valore unico e 
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determinato per ciascuna delle incognite, e ne- 
cessario che il sistema contenga tante equazioni 
quante sono le incognite; abbiamo gi^ notato che 
se il sistema contiene piii incognite che equa- 
zioni esso e indeterminato, se piu equazioni che 
incognite esso e generalmente impossibile. 

Per risolvere un sistema di n equazioni con 
altrettante incognite, si deduce da una delle equa- 
zioni il valore di una delle incognite come se le 
altre fossero conosciute, e si sostituisce il va- 
lore cosi trovato per quella incognita in tutte le 
altre equazioni, che vengono allora a contenere 
un'incognita di meno. La risoluzione del sistema 
proposto si riduce in tal modo a quella di un 
sistema di n — 1 equazioni ad n — 1 incognite, 
il quale si riconduce alia sua volta e coUo stesso 
metodo ad un sistema di n — 2 equazioni ad 
n — 2 incognite, e cosi via finche si giunge ad 
un sistema di 2 equazioni a 2 incognite, che si 
sa risolvere. Questo processo viene detto di ell- 
minazione per sostituzione, ed il seguente pro- 
blema ce ne somministra un esempio. 

< Un numero 6 composto di quattro cifre la 
cui somma e 24: la cifra delle migliaia e uguale 
al doppio di quelle delle decine meno il terzo di 
quelle delle unitA, quella delle decine e la meta 
di quella delle centinaia e di quella delle unita 
insieme, infine il numero cercato meno il nu- 
mero scritto a rovescio da il numero 6i74. Quali 
sono le quattro cifre? » 

Le equazioni del problema sono, secondo le 
ipotesi deirenunciato 



jAyii 



N 






f5- 
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V 

3 



(1) 



y+v—2z 

1000 ^ + 100 ^ + 10 ^ + c — 1000 V — 

— 100 ;? — 10 // — a? zz: 6174. 

Dalla terza si ricava il valore di 2 ^ e pop- 
landolo nelle altre tre, viene un sistema di 3 
equazioni a 3 incognite: 



x — y-^v ; 



V 



+ 100^ + 5// + 5o + o- \ 
— 50 r/ — 50 — 10 r/ — a? 



(2) 



6174 — 1000 X 

— 1000 — 50 // — 50 — 10 r/ 

e riducendo 

2a? + 3^ + 3o:=48 

3a? = 3^4-2o 

999 a? + 45 ^ — 1044 o = 6174. 



\ 



(3) 



Dalla seconda equazione si cava il valore di 
3 ^ e lo si sostituisce alle altre due, e viene 



2a? + 3a? — 2o + 3ozz48 
999 a? + 45 a? — 30 — 1044 v z= 6174 



^4) 



sistema di due equazioni a due incognite, che 
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ordinate da 

1044 a? — 1074 o = GJ74 ) 
da cui 

a? — 9, V — 3 

e soslituendo nella seconda e nella terza equa- 
zione del sistema (1), 

il numero cercato e dunque 

9753. 

Si puo osservare ciie il problema sarebbe stato 
impossibile se non si fossero trovati numeri in- 
leri e minori di 9 per soluzione, cosi richiedendo 
implicitamente I'enunciato. 

76. MeTODO DEI COEFFICIENT! INDETERMINATI. 11 

metodo detto < dei coefficienti indeterminati » con- 
siste nel moltiplicare tutte le equazioni tranne la 
prima per numeri indeterminati, poi sommare le 
equazioni e finalmente determinare i moltiplica- 
tori indeterminati coUa condizione che siano zero 
i coefficienti di tutte le incognite meno una; resta 
cosi da risolvere un sistema di n — 1 equazioni 
avente per n — 1 incognite quei raoltiplicatori, 
ed una equazione con una sola incognita, che 
risulta dalla somma delle equazioni del primi- 
tivo sistema. 
Esempio. Abbiasi il sistema 

2x + 4 i/ + b2 = 62 \ 
3^— U+ ^— 7 ^ (1) 
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iltiplicando la seconda equazione per un 
ero indeterminalo x e la terza per uti nu- 
j indeterminalo ),', viene 

2x-\-Aij-\-b3^&l \ 

X 3T - X y + 1 ^ ^ 7 .. j <2) 

somnnando: 

-h >■ + '•') + i/ (4 -'■ + '^') + j (3) 

+ 3 (5 + X - X') - 62 + 7 ). - -.,'. ) 

lo scopo di delerminare x e x', si pone la 
izione die i coefficienli Ai y a Ai x siano 
, e si ottengono le equaziotii: 

2 + X + x-O j 
4 _ X + X' - i ^ ' 

quazione (3) si riduce a 

J (5 + X - X') - 62 + 7 ). - X'. (5) 

sistenia (4) che e 

X 4- X' := - 2 , 

.->,■= A \ <«> 

solve facilmenle e da 

X — 1, >';= — ;i; 
azione (5) diviene allora 

,(5 + 1 + 3):^ 02 + 7 + 3, 
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e trovato z, si scorge facilmente che 

a?=z3, yzizi. 

77. RiASSUNTO DELLA TEORIA DELLE EQUAZIONl 
DI 1.** GRADO COLL'aPPLIGAZIONE AD UN PROBLEMA. 

II seguente problema, la cui soluzione puo ser- 
vire d'esempio in molti casi analoghi, ci servira 
utilmente a riepilogare ie cose principal! dette 
fin qui sulle equazioni di primo grado. 

Problema: « Due mobili percorrono con moto 
uniforme una strada rettilinea nello stesso senso : 
partono alio stesso istante da due punti A e B: 

X' A— B^ X 

11 primo fa a chilometri e il secondo ne fa b al- 
all'ora: si domanda a quale distanza dai punti 
A e B questi mobili verranno ad incontrarsi, 
d essendo la distanza A Bl > 

Sia X il punto d*incontro, a? la strada fatta dal 
primo, cioe A X\y quella fatta dal secondo: si ha 

x — y = d. (1) 

Di piu, se il 1.** fa a chilom. in un'ora, fara 

1 a? 

1 chilom. in — d'ora, x chilom in — ; cosi il 

a a 



!»'■'• 
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If 
2.® fara y chilom. in -j-, onde sara 



m ' a 

e risolvendo 



(2) 



da (Lb 



x=. , U--Z ^ --. (3) 

a — b a — b 

Discussione. In questi valori il nunneratore 
e sernpre positive) ; 11 denominatore e positive o 
negativo secondo che a e maggiore *o minore 
di 6, e quando a = 6 si ha il denominatore zero 
che come sappiamo, e caso di eccezione. 

a) Sia a ,,> b. Allora le frazioni (3) hanno 
il numeratore cd 11 denominatore positivi, quindi 
le soluzioni sono possibili; avviene Tincontro in 
un punto determinato a destra di B. Ed invero 
se a > [;, il primo mobile corre piu velocemente 
del secondo e lo dove raggiungere. E tanto mag- 
giore sara la differenza fra a e 6, tanto piii vi- 
cino a B avverra Tincontro. 

b) Sia a -< 6; le frazioni (3) sono negative 
e si potrebbe dire che il problema e impossibile, 
perche se B va piii velocemente di A, e impossi- 
bile che A raggiunga B a destra. Ma le soluzioni 
negative che si trovano si possono interpretare 
riguardandole come distanze contante non verso 
destra, ma verso sinistra ; e quelle frazioni cam- 
biate di segno rispondono al seguente problema : 

« Due mobili dopo aver percorso con moto 
uniforme una strada rettilinea giungono nel me- 
desimo istaate in A e B, Tuno colla velocita a e 



Enuazioni di 1,^ grado a piii incognite. 14 1 

Taltro colla velocity 6: a quale distanza da A e 
B e avvenuto Tincontro? 
Le equazioni di questo probloma sarebbero 

, a? 1/ 
a u 

e la soluzione 6 precisamente 

da db 



^ = -1 — r» y 



b "^ a b ^ a 

c) Sia finalmente 6 =: a, o 6 — a = 0; al- 

m 
lora X ed y hanno la forma — che esprime im- 
possibility. E chiaro che so i mobili hanno la 
stessa velocity essi manterranno sempre fra loro 
la distanza d = A B e non s'incontreranno mai 
n6 a destra, ne a sinistra di A B. 
Se invece di essere 

6 z= a, 6 — a = 0, 

fosse b — a piccolissimo, a? ed ^ sarebbero gran- 

dissimi e Tincontro avverrebbe ad una grandis- 

sima distanza da B; in questo sense si dice che 

se 6 =: a, a? ed ^ sono infiniti. 



Se a =: ^ e d =: 0, a? =z — , ii :— — ed il pro- 

> ^ 

blema e indeterminate. Infatti se i mobili partono 
insieme (poich6 d =:= 0) e colla s.tessa velocita, 
essi si troveranno sempre insieme e Tincontro 
avverra in tutti i punti della retla. 



SEZIONE II. 
iBIA SELI^ EQUAZIOai DI SBGONDO aRADO 



CAPITOLO XIV. 



oluzione deU'equozione di secondo grado 
ad una incognita. 



3. Forma generale dbll'kquazione. Un'equa- 
:e ad una sola incognita e del secondo grndo 
ndo in essa si Irova I'incognita alia seconda 
lla prima potenza, I'incognita non compa- 
io inoltre n& in denominatore, n^ solto un 
cale. 

acendo passare tutti i termini nel 1.* membro, 
cendo i termini simili ed indicando con a, 
tre numeri conoseiuti, ogni equazione di 2." 
io si pu6 porre solto la forma 

ax' + bx + c — O (1) 

si d\c6 forma generale dell'equazione di se- 
Jo grado. Cosi I'equazione 
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si puo scrivere 

( — 3 — 7) a?« + (14-4) a? + 11 +8 + 9 = 

ossia 

— 10a?« + 10a? + 28 = 0, 

e Tequazione si ottiene dalla forma generale (1), 
facendovi 

a = — 10, 6 = 10, c=:28. 

II coefficiente a si puo sempre supporre po- 
sitivo potendosi cambiare tutti i segni alTequa- 
zione (§ 58) se esso e negativo: cosi Tequazione 
precedente si puo scrivere 

lOa?'' — lOic — 28 = 

dove ora 

a = 10, 6 = — 10, c = — 28. 

L'equazione di secondo grado si dice compleia 
se tutti i coefficienti di a, 6, c sono diversi da zero, 
e incompleta se uno di questi coefficienti e zero. 

79. Equazioni incomplete. L'equazione puo es- 
sere incompleta per fatto del coefficiente a, o 
del coefficente 6, o del termine noto: quindi si 
devono distinguere tre casi: 

a) Sia a =: 0. L' equazione (1) prende la 
forma 

6 0?+ c =: 0; 

essa si riduce al primo grado e percio non e 
d*uopo considerarla. 

b) Sia 6 = 0. L'equazione (detta allora da 
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taluni equazione pura) diventa 

(Z a?« + c = 0. 

Dividendo tutta Tequazione per a 

e 

a?« H = 0, 

a 



x^ = — 



c 
a 



€ 

e posto = A, Tequazione e 



a 



x* = A. 



L'incognita a? e dunque un numero che innal- 
zato al quadrate deve produrre il numero dato A. 

Quindi distinguiamo tre casi: 
l) A 6 positive, per eserapio A = 36. II nu- 
mero 6 innalzato al quadrato produce 36, dun- 
que 6 e una soluzione deir equazione, ma — 6 
produce pure 36; dunque — 6 e una seconda 
soluzione, eppercio Tequazione 

a?'^z=36 

ammette due soluzioni (o radici) che sono 



cioe 

II) A 6 nullo: I'equazione e 

a?2 -z 0. 
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II solo numero che innalzato al quadrato dia 
per risultato e lo zero, dunque Tequazione ha 
la sola soluzione (o radice) 

x = 0. 

Ill) A 6 negativo. Sia per esempio A = — 81. 
Nessun numero innalzato al quadrato pu6 pro- 
durre il numero negativo — 81 ; percio Tequazione 

a?'' = — 81 

non ha alcuna soluzione, vuoi positiva, vuoi ne- 
gativa. Ma se introduciamo nel calcolo nuovi 
numeri, la cui definizione sia che: ^cinnalzati al 
quadrato essi devono dare origine a numeri ne- 
gativi, » e questi nuovi numeri si dicono numeri 
immaginariy allora 



±v/ — 81 

rappresentera un numero immaginario che in- 
nalzato al quadrato da —81. Si converr^ di ap- 
plicare a questi nuovi numeri le stesse regole 
di calcolo che valgono per gli ordinari numeri, 
che per contrapposto si diranno d*ora in poi reali. 
Gosl: 

sono numeri reah, mentre 



0,818181..., 



sono numeri immaginari. 

PlNCIIRRLE. 10 
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Uequazione incomplela di secondo grado 

a?«z= — 81 
ha dunque le due radici immaginarie 



a?zi:±v/ — 81. 
Riassumendo, Tequazione 

ha 2 soluzioni o radici reali se A e positive, 2 
soluzioni o radici immaginarie se A e negative 
ed una soluziofie se A e zero; per una ragione 
che verra chiarita in seguito, diremo pero che 
vi sono due soluzioni nulle se ArzO. 

c) Infine se Tequazione e incomplela per 
fatto del terzo termine, essa sarA 

aa?* + 6a?==:0 
ossia 

a? (a a? -f- 6) =: 0. 

Questo e prodotto di due fattoria?ed aX'\-b, il 
quale deve essere zero: ma un prodotto non puo 
essere zero che se e zero uno dei suoi faltori, e 
quindi dovra essere 

o 

ax-\-bz:zO, 

Quest'ultima e un'equazione di primo grado, 
che ha per soluzione 

b 
a? — — - : 

a 
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dunque anche Tequazione 

a a?* -|- 6 a? =z 
ha le due soluzioni, o radici, 

a?zzO, a? = . 

a 

80. CeNNO SUL CALCOLO DEI NUMERI IMMA.G1NARI. 

Abbiamo detto che: 

« Un numero imraaginario e un nuniero che 
innalzato al quadrato d^ origine ad un numero 
negativo. > 
E abbiamo convenulo che: 
« Le regole di calcolo degli ordinari numeri 
o numeri reali, si estenderanno anche ai numeri 
immaginari. » 
Gio posto, abbiasi il numero immaginario 



v/ — 81. 
Si puo scrivere 



v/ — 81= \/(— 1) .81 = \/ — 1 . v/ 81 



e v/ 81 e un numero reale 9: per cui 



v/ — 81=\/— 1.9. 
Gosi 



1/ — e un nu 



dove 1/— e un numero reale. 
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Pertanto ogni numero immaginario si pu6 
riguardare come prodotto di un numero reale 
(che si pu6 quindi o valutare esattamente o cal- 
colare coirapprossimazione che si vuole) molti- 

plicato per la radice di — 1. Questa quantita v/ — 1 
s'indica di solito con i e si chiama simbolo im- 
maginario o unitd immaginaria : ed e definila da 

Si ha: 



i = v/ — i, ?« = — 1, f3= — v/ — 1, 

I* =r + 1 , i^ z= \/ — 1 =z i ecc. 

Un numero formato da una parte reale ed 
una immaginaria, come 



3 + \/ — 25 

si chiama numero complesso. Ogni numero com- 
plesso si pu6 scrivere 

a-\-ib 

dove a e b sono numeri reali: cosi 



3 + v/— 25=3 + 5\/ — 1 = 
=:3 + ?5. 

I numeri complessi, che contengono i numeri 
reali come case particolare, Irovano grandissima 
e necessaria applicazione nolle parti piii elevate 
della matematica. 

81. RisoLuzioNE dell'equazione completa. Con- 




1 
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sideriamo Tequazione corapleta 

a a?» + 6 a? + c = (1) 

e dividiamo tutta Tequazione per a; si avra 

a?" H X + = 

a a 

b c 

ed indichiamo le frazioni note e con 

a a 

p G q; 81 avra 

x^ + px + q — 0. (2) 

Per trovare le soluzioni (o radici) di questa 
equazione, si osservi che qualunque sia il nu- 
mero p, il binomio 

x^ -\-px 

si puo sempre riguardare come formato dai due 

primi termini del quadrato di x-|- i- ed essendo 

per completare il quadrato occorre aggiungere 

/>« 
adx^-^-px il termine — — . Aggiungendo e to- 

4 

gliendo — — al primo membro deU'equazione (2) 
4 

esso non si altera, e si ha 



x^+px+J^^-t. + q-O 
4 4 
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ossia 



4- + « = o. 



('+0'- 



ed estraendo la radice da ambo i membri 

da cuL 

che coraprende i due valori distinti 






(4) 



82. DiSGUSSIONE DELL GQUAZIONE DI SEGONDO GRADO. 

L'equazione di secondo grado ammette dunque 
due soluzioni o radici date dalle formole pre- 
cedent!; volendo esaminare se queste formole 
sono sempre ammissibili, si debbono distinguere 
tre casi: 

I. La quantity q posta solto il radi- 

4 

cale sia positiva, cioe sia 



V 
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la radice quadrata sara reale, e Tequazione avra 
due soluzioni reali e diflferenti. 

II. Sia — q nullo, cioe 

4 ^ 



= ^, 



4 
la formola (4) diventa 



^'=-^ + v/o 



2 



-" = -f-v/o 



ossia 



x' zn — x" — — * 

~ 2' "" 2' 

Tequazione ha allora una soluzione unica: si 
suole dire pero che vi sono due soluzioni (o ra- 
dici) eguali 

III. Sia per ultimo — q negativo, ossia 

4 



le radici contengono sotto il radicale una quan- 
tita negative, la radice quadrata sara immagi- 
naria e le due soluzioni delPequazione sono nu- 
ineri complessi. 
Esempi: Abbiasi Tequazione 

a;* — 8cc+12i=:0 
/)=: — 8; 7 = 12. 
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Applicando le formole (3) 

*• =: 4 ± v/ 4 
x' — ^\ x" — 2: 

si hanno due radici reali e diseguali ; siamo nel 
1.* caso. 
Abbiasi Tequazione 

a?* — 10 X + 25 =1 
/) =: — 10, q — 25. 

Applicando la (3), 

a? — 5d::\/25 — 25 

OD  — O. X ZI^ O * 

siamo cosi nel 2.* caso. 
Abbiasi Tequazione 

in questa, 

p = 8, 7 = 41 
e applicando la (3), 



x=:— 4iv/l6 — 41; 

siamo nel 3.° caso e le radici sono i numeri com- 
plessi : 

a; =: — 4 ± v/~^5 
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ossia 

a?' =: — 4 + 5 i', a? ' = -- 4 — 5 I 
dove 



j = \'— 1. 
Riassumendo, Tequazione 

ha 

due radici reali e diseguali se — :> ^ 

4 

P* 
due radici reali ed eguali se — i= </ 

P' 
due radici complesse se <!?• 

La quantita 7, che serve a discernere 

4 

la natura delle radici deirequazione di 2.** grado, 

chiamasi discriminanie deirequazioae. 

83. RisoLUzioNB dell'equazione ax'^ -\-b X -\- 

+ c = 0. L*equazione di secondo grado si puo 

anche risolvere lasciandola sotto la forma 

aa?" + 6a? + c=r 0; (1) 

moltiplichiamo infatti tutta Tequazione per Aa: 

4 a'' a?« + 4 a 6 x + 4 a c = 0; (2) 

osserviamo poi che 

4 a' x" + 4 a 6 cc 
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sono i due primi termini del quadrato di 

poiche 

(2 a X + 6)'' =^ 4 a^ X* + 4 a 6 X + 6^; 

se dunque al 1." membro dell'equazione (1) ag- 
giungiamo e togliamo 6*, viene 

4a'x«-f4a6x + 6* — 6* + 4ac~0 

ossia 

(2 a a? + 6)^ -. 6^ + 4 a c = 
o 

(2 ax + 6)' — b^-^Aac\ 

ma se i due membri di questa equazione sono 
uguali, saranno uguali anche le loro radici, 
onde 



2 a X + 6 iz: d:: \/b^ — 4 a 
da cui 



— b da \/b'^ — 4 rt e 

X =: — — (5) 

2a ^ 



ossia 



X z=:  

2 a 



(6) 



,, — 6 — sjb'^ -^ 4ac 

X zrz —  — - — — 

2 a 



e queste formole general! servono a risolvere 
qualunque equazione di secondo grado. 
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Esempio, La forraola (5) applicata airequazione 

da 



5 ± v/^5 — 4 . 3 . (— 4) 

X zzz 

2.3 

ossia 

5 ± V '73 
X ■=. 



6 
ed essendo 



V 73 = 8,54 

coirapprossimazione di un centesimo, sara 

, 5 + 8,54 1354 

x' =: ^ 1= =: 2,26 

6 600 

5 — 8,54 354 

x'' z= "— zz = — =1 — 0,59. 

6 600 ' 

Per la distinzione del vari casi che puo pre- 
sentare I'equazione (1), si precede come al pa- 
ragrafo precedente: 

I. Se 6» — 4 a c e positivo, le due radici o 
soluzioni sono reali e diseguali. 

II. Se 6'^ — 4 a c e nullo, le due radici si 
riducono ad una sola, cioe sono eguali, e pre- 
cisamente sono 

b 
2 a 

III. Se 6* — 4 a c e niegativo, si hanno due 
radici complesse. 
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Gosi Tequazione: 

3a;« — 5;r — 4=0 



ha le radici reali e 


diseguali, 






x' — 2, ! 


26, x" -- 


- 0,59. 




L'equazione: 








Ax^ - 


- 12ir4-9: 


_0 




ha le radici eguali, 








I2ihv/144 — ^ 


1.4.9 




X — 


8 






8 


2 ' 


12 

8 


3 

2 


L'equazione 








5x' 


— X + 64 z 


:zO 




ha per radici 








1 it 


: \/l — 5 X 


64 X 4 




Jb 


10 






ossia 








X 


1 =h v'— 1279 

• 





10 
le radici sono immaginarie, ed essendo 



v/l279 = 35,7 
sara 

x' =: 0,1 + 3,57 i, x" = 0,1 — 3,57 L 
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Neirequazione 
il discriminante e 
e Tequazione ammetle 



t reali e diseguali se 6* > 4 a c 

Due radici ^ reali ed uguali se 6* =: 4 a c 

( immaginarie se 6* <; 4 a c. 



Osservazione, La formola (5) si pud alquanto 
semplificare se 6 6 pari. In tal caso si puo porre 
infatti 

-^'Zb'-Jti v^4~(/'^'^4 a c 
2 a 

ossia 



— 2 6' lb 2 v/6'* — a c 
2a 

e togliendo il fattore 2 comune ai due termini 
della frazione, 



ar* — 



— 6^ zb v/6^' — g c ,^j 



a 
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CAPITOLO XV. 
opriet& dell' equazione di secondo grado. 

34. Rblazioni fra i goefficigmti b lk radici 
ll'equaz[one di sbcondo grado. Riprendiamo 

quazione di secondo grado sotto la Tarma: 

^' + /> ^ + 9 == 0. 

Sssa ammette, come si e visto, due soluzioni 
e d'ora innanzi chiameremo radici, e che sono 
rapendiale nella formola 



2 y A 






>ommando queste radici si trova 
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MolUplicando le due radici: 



x(-i-^/f-') 



4 2 y 4 ' 



+ 



Wi-^-{\/i-') 






4 4 



ossia 






si ha cosi il seguente 

Teorema: 4c NelTequazione di secondo grado 

la somma delle radici 6 uguale al coefficiente del 
secondo termine preso col segno cambiato, ed il 
prodotto delle radici 6 uguale al termine nolo. » 
Osseroazione 1. Questa proprieta conduce a 
dire che vi sono due radici uguali, anziche una 

radiee sola, nel caso in cui — = q. 

4 
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Osseroazione 2. NelTequaziorie 
le cui radici sono 







^ + 


\/b^' 


— 4 ac 




— !/- 


2a 






\///  


— 4ac 




[ ' 




2a 




la somma delle radici 6 










^' _L 7" - 

X I" •* — 


- — 


b 
a 


ed il 


prodotto 


r ft ^ 
XX — 


c 

a ' 





85. Trovare due numeri di cui si conosca la 
SOMMA ED H/ PRODOTTO. 4c DuG numcri sono inco- 
^niti, ma la loro somma 6 un " numero cono- 
sciuto 8 ed i! loro prodotto un numero pure 
conosciuto P. » 

Tali numeri si possono trovare col seguente 
ragionamento : 

Se formiamo Tequazione di secondo grado 

questa per il teorema del § precedente avrA due 
radici la cui somma sarA s ed il prodotto P; i 
due numeri richiesti si troveranno dunque im- 
mediatamente risolvendo Tequazione precedente. 
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Essi sono pertanto 



' ^+l/- 


4 


-P 


■-i-./ 


s» 


— P 



a; 

2 J/ 4 

Se - - — >- P, si hanno due numeri reali di- 

versi che rispondono al problema. 

Se = P, si hanno numeri reali, ma eguali. 

4 

s* 

Se <; P, si hanno radici immaginarie, cioe 

4 

il problema e impossibile con numeri reali. Da 

cio si deduce che: 

< II prodotto dei due numeri reali non puo es- 
sere maggiore del quadrato della met^ della 
somma di quel numeri. » 

Esempio: Trovare due numeri che abbiano 
per somma 24 e per prodotto 44. 

Questi numeri saranno le radici delFequazione 



ossia 



x'- 


- 24 a? + 44 - 


:0 


xzz. 


:12zhvAl44- 
— 12 ±10 


^"44 



a?' — 22, a?"zz2. 

86. RiCONOSCERE IL SEGNO DELLE RADICI SENZA 
PiNCHERLE. 11 
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RisoLVERE l'equazione. Puo tomare utile di sa- 
pere riconoscere i segni delle radici di un'equa- 
zione di 2.** grado senza risolvere Tequazione 
medesima; cio si puo fare giovandosi del teo- 
rema del paragrafo 84. 

Fin qui noi abbiamo indicate con p Q q nu- 
meri qualunque positivi o negativi; ora indiche- 
remo con peg numeri positivi, per cui un'equa- 
zione di secoado grado potr^ presentare una 
delle quattro forme seguenti 

x^ + px — q — O (P) 

x'—px + q = (7) 

x*-^px-^q = (0) 

Nella forma (a) il prodotto delle radici e po- 
sitivo, onde, se sono reali, le radici sono dello 
stesso segno : la somma delle radici e negativa, 
dunque le due radici sono negative; pero le ra- 

dici possono essere immaginarie se -^— < q. 

Nella forma (P) il prodotto delle radici e ne- 
gative, onde le radici avranno segni diversi; e 
la loro somma e negativa, per cui la radice che 
ha il valore maggiore e negativa. Le radici sono 
sempre reali, perche solto il radicale vi e 



quantita essenzialmente positiva. 

Nella forma (7) le due radici sono dello stesso 
segno, e la somma essendo positiva, le due ra- 
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did saranno positive. Le radici possono essere 

anche immaginarie perch^ — — puo esser<<7. 

4 

Nella forma (6) le due radici hanno segno 

contrario, e la somma delle radici essendo po- 

sitiva, la radice di valore maggiore sarA posi- 

liva, Anche in questo caso conne nel case (P) la 

somma — \- q ^ positiva e quindi le radici 

4 

sono necessariamente reali. 

87. SCOMPOSIZIONE DI UN TRINOMIO DI SECONDO 

GRADO NEi suoi FATTORi PRiMi. Abbiamo delto che 
un polinomio ordinato 6 divisibile per un altro 
quando il resto della loro divisione 6 zero. II po- 
linomio e allora scomposlo in due fattori, uno 
dei quali 6 il divisore, Taltro il . quoziente. Cos! 

Z)i=a?5 + 6a?* + 4^* — 4a?* + a?— 1 

e divisibile per 

a?* -[- a? — 1 

e si puo scrivere 

Z) z= (a?» + a? — 1) X (a?» + 5 a?« + 1). 

Di piu abbiamo detto che un polinomio 6 primo 
quando esso non e divisibile per alcun altro. 

Un polinomio ordinato per le potenze di una 
lettera si pu6 sempre scomporre in un prodolto 
di polinomi primi: ma la dimostrazione di questa 
verita esce dal campo delFAlgebra elementare; 
per6 per i polinomi del secondo grado tale scom- 
posizione si puo eseguire fondandosi sulla riso- 
luzione delPequazione di secondo grado. 
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Un polinomio (binomio) di primo grado in a? 
e sempre primo. 

Un polinomio di secondo grado sara un tri- 
nomio contenenle la lettera ordinatrice alia se- 
conda e alia prima potenza ed un termine senza 
la lettera ordinatrice, talche la forma generale 
di un tale polinomio sara 

Si puo raccogliere a scrivendo 

\ a a / 

e posto per brevity 

b c 

=/), - - =: q 



a a 

il trinomio diventa 

a{x^ + px + q), 

e falla astrazione dal fattore a il polinomio da 
scomporre sar^ 

X* -]- p X -^ q. 

Ricorriamo era aU'equazione 

essa ha due radici x\ x" tali che 

x' + a?" zz — /), x' x" 1= q 

ma se noi eseguiamo il prodotto 

{x — x') {x—x") 



Propriela deU'eqaasione di 2." arado. 



Dunque il prodotto di fattori prinii (bin 

primo grado) 

eqiiivale al trinomio 

x'-\-px + q, . 

ax^-\-bx-\-c — a{x''-\-px-\-q), 
eqiiivale ad 

a{a:-x') {x~x"). 
Onile la regola 
« Ogni trinomio di secondo grado della 

equivale ad un prodotto di 2 binomi di 
grado, ognuno dei quali e formato dalla 
ordinatrice meno una delle radici deil'equ 
che si ottiene ponendo il trinomio eguale a 
Hsempio. 11 triaoniio; 

«■ — 10 ic + a 
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D uguale a zero, d& I'equazione 

ir' — 10 a; -f 24 - 
111 radici soiio 

x' — 6, x" = 4; 
io 

x'~i03; + -24~(x — 6) (x — i) 
e e facile a verificarsi. 

i. CONSEGUGNZB DBLL/l SCOMPOStZEONE PRKCB- 

:e. 

A) Quests propriete mette una volta di piil 

videnza che tjuando -i— — '/, si deve rile- 

! che I'equazione ha due radici uguali, e non 
sola radice. 

B) « Un triuomio di secondo grado che po- 
iiguale a zero da uii"equazione cnlle radici 
ili, e un quadrate perfetto. > 

fatti se 3^ = ^", sara 

x^'}-px-\->j^(x-x'y; 
id anche vedere da ci6, che se 



^+,«+jf=(.+-e-): 

O ■* Si scorge dalla scomposizione ; 



I'roprlela deU'eijiio::ione di 2° (/rado. 

dente clie un'equazione di sacondo grado 
pu6 avere piii di due radici. » 
Infatti se deve essere 



deve essere a; — ar'=:0, cio^ x = x; oppure 

se — x" — 
cioe a; — j;". 

D) « Si pu6 sempro formnre un'equaz 
di secondo grado cite abbia per radici due 
meri presi ad arbitrio, aeb.» 
Baste infatti scrivere 

(x~a) (x~b)^0, 
ossia 

x' — (a + b)x-\-ab = 0. 
Cosi I'equazione che avrA per radici 3 e 5 ; 
(^-3) (ar-5)-0, 
od eseguendo: 

a;' — 8ar+15:=0. 

89. RlSOLUZlONE DI ALCUNl SISTEMl DI EQUA! 

siMULTANEE. Per risolvere un sistema di piii C' 
/.ioni a piii incognite di grado superiore al pr 
si puo sempre tenere il melodo di sostituz 
indicato al § 69, ma si giungera per lo piii 
un'equazione risulianle eontenente una sols 



Algebra elemenlare. 



ita ad un grado superiors al secondo. Oltre 
, queato inetodo conduce ad equazioni eonte- 
radicali, e per farli sparire occorrono spesso 
ili lun^hi e laboriosi. 
endo, per esempio, il sistema 

\ a;' = i/' + 5 

[ 3^?* + 2/ — 4ie^ = ii. 
:ava 

itiluendo nella seconds, 

zione ad una incognita ma conteneiite un 
ale; facendolo sparire si giungerebbe ad 
iquazione di quarto grado che non sftppiomo 
ifere. Daremo per6 esempt di alcuni si- 
i che si risolvono facilmenle conopportuni 
zi di calcolo. 

Esempio 1° « Trovare due numeri conoscen- 
la somma dei quadrati ed ii prodotto. * 
esto problema conduce alle equazioni: 

f xy^b. 

>ltip)ico la seconda per 2 e la aggiungo e la 
alta prima, 



{x''-\-n'-2xy~a-ib 



Propriela deW equasione di 2." grado. 



^ (x + y)' = a + 2b 
f {x-'jy — a-Zb 
.io la radice 

\ x-\-y = ±^/a-\-■^b 

II problema e ora ricondotto a Irovan 
numeri di citi si conosce la somma e la 
renza (vedi § 68) e si ha perlanto 



±\/a + i 


ii.± 


\/a- 


-26 


2 


v/a- 


-ib 



dove i segni vanno combinati in uno dei di 
guenti moiii: 

{ +- '. -+■ 

Esempio 3." « Trovare due numeri conoi 
done la somma e la somma dei quadrali. 
Le equazLoni del problema sono 

a^* + Z/' — a 
w+'j = c. 
Innalzando al quadralo la seconda 
■y + '/ + 2x!;-e- 
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e da questa sottraendo la prima, 

2x y:=zc^'^a 



ossia 

xtj =: 



c' — a 



II problema e dunque ricondotto airaltro: tro- 
vare due numeri conoscendone la somma ed il 
prodotto (vedi § 85); tali numeri saranno le ra- 
dici delFequazione 



c'' — a 



' 2 
da cui 



'=^y^- 



C2 



Esempio 5." « Trovare due numeri conoscen- 
done il prodotto e la somma delle quarte po- 
tenze. » 

Le equazioni del problema sono 

^ 'i^ + y^ — a 

innalzo la seconda equazione al quadrato e la 
moltiplico per 2, 

2x'y^=z b^ 

poscia la somma e la sottraggo colla prima ed 
ottengo 

^ x^-{-y^-\-2x'(j^ = a + 2b^ 

i x^-\-y^'-2xUf — a — 2b^ 
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da cui 

ossia 



x'-^ifzudLi \/a — 26''; 

considerando ora per un istante x* ed ij^ come 
incognite, di queste conosco la somma e la dif- 
ferenza ed ho (§64) 



.^2 _ -Ji v/a + 2 6« =b v/'a — 2 b' 



X" I=Z 



2 






e finalmente 

_ -J- j / ± \/a + 26* ± \/a — 2 6' 



X 



^ — -t 1 / ± v/a + 2 6^ q= v/a — 2 6' 



Per esempio, se 

x^ + ^^ = 641 
a;r/= 10 
si avrA 



iC = ± 



1/ 



±V^H41 


±\/441 


2 


±\/841 


=F\/441 
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ossia (essendo « = \/ — i ) 

( a? — 5, 5 /, — 5, — 5 i 
It/ — '^ "> / 9 ^ r 

90. Equazione biquadratiga Un'equazione di 
4." grado contiene, se e completa, 5 specie di 
termini, cioe termini di 4/,3.%2.', 1.* grado, e 
termini noti: trasportando nel primo membro 
tutti i termini e riducendo, essa avra la forma 

La risoluzione di questa equazione appartiene 
all'Algebra complementare, ma si puo in Algebra 
elementare risolvere I'equazione incompleta che 
manca del termini di grado dispari, cioe Tequa- 
zlone 

ax^ + btf-^-ezizO, (1) 

che si chiama equazione biquadratiea. 

Per risolvere quest'equazione, basta sostituire 
alia quantita incognita x Taltra y legata ad x in 
modo che sia x*z=zy, da cui x-* iz: ^* ; sostituend o 
neU'equazione biquadratiea (1), essa diventa 

ay' + by + c=zO, (2) 

che e un*equazione di 2.° grado. 
Risolvendola si avra: 



_ — b ±:\/ b^ — 4 ac 



2a 
ma 

y=za% 
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onde 



-=-l/ 



— 6 ± \/ (>• — 4 a 



2a 



(3) 



L'equazione biquadratica ha dunque qualtro 
soluzioni, che, distinte, sono: 



^-^., -6+v/6'-4ac 






2a 



— 6+v/6« — 4ac 
2a 



) (3) 



6 — \/ ^* — 4 a c 
0:3—  ■' 



2a 



r 2a 

i 

e che sono 2 a 2 eguali e di segno contrario. 
Esempio: Sia da risolvere Tequazione 

aj* — 13x« + 36=z0. 

Posto 

x^ — xj\ x' — y 
viene 

^"-13^ + 36 = 0, 
donde 

13 _^ 5 



2 2 
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a.. = + t/-^4- — = + 3 



=v 



a?, = -1/-lf_x.Ji- = -3 



«4 = 



^+- 


5 

2 


f- 


5 
2 


13 
2 


5 

2 


13 


5 



F 2 2 



^3=+1/-^--^=-f 2 



-t/-'3---^ = -2. 
V 2 2 



91. RlSOLUZlONE DI UN PROBLKMA DI 2." GRADO. 

« Dividere una retta in media ed estrema ra- 
p:lone. » 
Sia la retta data ^ B di lunghezza conosciuta a: 



A CD 

&i vuol trovare sopra di essa un segmenlo A C=:a?, 
tale che 

AB A C 



ossia 



AC C B 



a X 



X a — X 

e riducendo alio stesso denominatore 

a (a — a?) = a?* 
a^ — a a? n: a?" 
a?2 -f a a? — a* z:: 
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e risolveado 



X 



= =^ 1/ 4- «S 



ma 



J/ 



— +a2 = v/5 



onde 



( 



a a _ , X a 



-^-+ o \/5=(v/5-l) 



2  2 ^' ^ xv <^ -/ 2 
a fl _ / _ \ d 

ed essendo 

v/5 = 2,236 
coll'approssimazione di 0,001, 

a?"z= — axl,6l8 
x' =:axO,C18 

Da cio segue che il problema 6 sempre pos- 
sibile, essendo una delle radici reale, positiva 
e minore della retta intera: la sua lunghezza si 
ottiene moltiplicando la lunghezza a di tutta la 
retta per il numero incommensurabile 0,618... : esso 
segmento e dunque maggiore della meta di a. 

In quanto airaltro valore x" che e negative, 
esso indica, secondo le nostre convenzioni, un 

O A C B 



Algebra elemeniare. 



segmento contato a sinistra di A, e la cui lun- 
ghezza si ottiene moltiplicando a per 1,618: ed 
e tale che 

AB _AC 

cio6 soddisfa come soluzione positiva alfequa- 
zione 

a X 



X x-\-a 

CAPITOLO XVL 

Teoria delle disuguaglianze. 

92. Definizione e propriety delle disugua- 
glianze. Una quantita A si dice maggiore di 
un'altra B quando la differenza A — jB 6 posi- 
tiva, e minore quando la differenza e negativa; 
esse sono uguali quando la differenza e nulla. 
Dalla definizione precedente segue: 
a) Che una quantita positiva e maggiore di 
qualunque quantita negativa. 

h) Che di due quantita negative la maggiore 
e quella che ha minore valore assoluto. 

c) Che una quantita positiva e maggiore di 
zero. 
Gosi si ha: 

24 > — 150 ( 24 — (— 150) = 126 

— 32 > — 412 \ — 32 — (— 412) =390 
43 >0 P'^"'^^ 43 -0 = 43 

— 37 < f — 37 — =: — 37. 
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La scrittura che esprime essere un'espressione 
maggiore o minore cli un'altra si dice disugua- 
glianza: la prima espressione e il 1." membro, 
I'altra il 2.* membro della disuguaglianza. 

Una disuguaglianza puo esprimere Tenuciato 
di un problema, ma di un problema necessaria- 
mente indeterminate, come per esempio: « Quali 
sono i numeri di due cifre nei quali la somma 
delle cifre e minore di 6? » E puo anche servire 
ad esprimere le condizioni di possibilita di un 
problema determinate. 

Sulle disuguaglianze si possono enunciare le 
seguenti proposizioni, che non hanno bisogno 
di dimostrazione: 

a) Si puo aggiungere o togliere una stessa 
quantita ai due membri di una disuguaglianza. 

b) Si possono sommare membro a membro 
due o piu disuguaglianze dello stesso segno {ma 
non sottrarle). 

e) Si puo moltiplicare i due membri di una 
di?$uguaglianza per uno stesso numero positive ; 
si puo anche dividerli per uno stesso numero 
positive. 

d) Moltiplicande o dividendo i due membri 
di una disuguaglianza per uno stesso numero ne- 
gative, si cangia il sense della disuguaglianza. 

Segue da questi principi: 

e) Che si puo far passare un termine da un 
membro in un altro di una disuguaglianza, cam- 
biandogli il segno. 

/) Che si possono far sparire i denominatori 
in una disuguaglianza come in una equazione. 

PiNCllERLE. 12 
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93. RiSOLUZIONE DELLA DISUGUAGLIANZA DI PRIMO 

GRADO. Abbiasi da risolvere la disuguaglianza di 
primo grado. 

4^ + 5 > 2ic + 9 

che espressa in parole significa: 

« Quali sono i numeri che moltiplicati per 4 
e aggiunti a 5 danno un risultato maggiore che 
moltiplicati per 2 e aggiunti a 9? » 

Trasportaado 2 a? nel primo membro e 5 nel 
secondo, viene: 

4ir — 2 J? > 9 — 5 
2 J? > 4 

e dividendo ambo i membri per 2, 

ic> 2 

che si puo enunciare: 

4c Tutti i numeri maggiori di 2, moltiplicati 
per 4 e aggiunti a 5 d^nno un risultato maggiore 
che moltiplicati per 2 e aggiunti a 9, > 
II numero 2 soddisfa alFequazione 

4ir + 5 = 2ic + 9 

ed i numeri inferiori a 2 soddisfano alia disu- 
guaglianza 

4a? + 5 <2d? + 9. 

94. RiSOLUZIONE DELLA DISUGUAGLIANZA DI SE- 
CONDO GRADO. La disuguaglianza di secondo grado, 

che si puo sempre ridurre alia forma 
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o 

rt ^^ -J- ^ ^ + ^ '"- 

serve a rispondere alia seguente domanda: 

« Quali sono quel numeri che sostituiti ad x 
in un trinomio di secondo grado, rendono quel 
Irinomio positivo, o negative? » 

Se a e positivo si puo dividere tutto per a senza 
alterare la disuguaglianza, se a e negativo divi- 
dendo per a la disuguaglianza cambia senso ed 
il segno > si cambia in << e viceversa. 

Dividendo per a e posto al solito 

6 e 

a a 

siamo condotti a studiare le disuguaglianze 
o 

cioe si vuol trovare quali nuraeri posli in luogo 
di X in un dato trinomio lo rendono positivo e 
quali lo rendono negativo. 

Per rispondere a tale domanda converr^ di- 
stinguere tre casi: 
I. Posto 

si ha un'equazione di secondo grado: abbia que- 
sta le sue radici reali e disuguali. Indichiamole 
con X' ed x" e sia x^ la maggiore. 
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Abbiamo imparato che il trinomio 

equivale identicamente al prodotto di due fattori 
di primo grado (§ 87) 

te-a;') {x^x")\ 

siamo cosi condotti a cercare per quali numeri 
sostituiti ad x il prodotto suddetto e positivo, e 
per quali negativo. 

a) Se per x si sostituisce ua numero mag- 
giore di a?', questo sar^ a fortiori maggiore di 
x^'\ le due differenze x — x\ x — x" saranno po- 
sitive ed il loro prodotto sara positivo. 

b) Se per x si sostituisce un numero mi- 
nore di x\ ma maggiore di x'\ la differenza 
X — X* sara negativa, ma x — x" sara positiva, 
percio il prodotto sara negativo. 

C) Se per x si sostituisce un numero mi- 
nore di x'\ questo sard a fortiori minora di a?' ; 
le due differenze x — x\ x — x" saranno dunque 
negative ed il prodotto, formato di due fattori 
negativi, sara positivo. 

Riassumendo « il trinomio 

x^-\- px-\-q 

e positivo se ad x si sostituiscono numeri mag- 
giori della maggior radice o minori della mi- 
nora deirequazione 

x^-\- p x-\- q — 0\ 

e sara negativo se per x si sostituiscono i nu- 
meri compresi fra le due radici deU'equazione. » 
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Esempio. « II trinomio 

a7« — 8 a? + 7 

sara esso positive o negative quando in luogo 
di a? si ponga 

^• = 32, 4, — 3?» 

Le radici di 

^.« _ 8 a? -j. 7 — 
sono 

^•' — 7, x" = i 

ora 32 e > 7, dunque per a? =: 32 il trinomio sara 
positivo; 4 e compreso fra 7 ed 1, dunque per 
a? z= 4 il trinomio e negative; — 3 e minor di 1 
dunque per a: =: — 3 il trinomio e positivo. 
II. L'equazione di secondo grado 

a;*-\-px-\-qz=:0 

abbia le sue radici reali ed uguali; siano esse x\ 
Sappiamo che il trinomio x* -[- p x -^ q e in al- 
lora un quadrate perfetto (§ 88, A) 

(X — x')^ 

e un quadrate perfetto nen puo mai essere nega- 
tive. Dunque in tale case la disuguaglianza 

x'i -^ p X -\-q i> 

e seddisfatta da qualunque numere, mene che da 
x' die annulla il trinomio, e la disuguaglianza 

x^ + p x + q < 

6 impessibile. 
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Gosi il trinomio 

e positivo per qualunque valore di a:, raeno che 
per a? =: 3. 

III. L'equazione di secondo grado 

X* -\- p X -\- q^nQ 

abbia le sue radici immaginarie. 

Allora il trinomio e sempre positivo per qua- 
lunque valore di x. Per dimostrarlo, bastera mo- 
strare che il trinomio e in tal caso somma di 
due quantita essenzialmente positive. 

Infatti, se le radici dell'equazione sono imma- 
ginarie, sara 



cioe la differenza 



<7 



-f 



«'i positiva. 
Ora completando il quadrato, 

X^ -\- p X -\- q -zz 
X^^px + -Lj- + q^l^ 

qui (^ + ~T~) ^ ^^ quadrato perfetto e quindi 
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/)« 
positivo, il trinomio q 6 positive per ipo- 

4 

tesi, talche tutta la somma e positiva. 

II trinomio x^ -\- p x -\- q sarA quindi necessa- 
riameate positivo in questo terzo caso, e percio 
sara impossibile trovare numeri (reali) pei qnali 
sia 

II minimo valore del trinomio si avra quando 
una delle due parti 

sara nulla, e cio avviene solo per 

x^^-E-. 

2 

Gosi il trinomio 

ic« — 6 ^ + 48 

e sempre positivo, ed essendo 

x« — 6 ^ + 48 = (ip — 3)« + 39 

il minimo valore del trinomio sarA per x — 3, 
cioe per ogni altro valore reale di x il trinomio 
sara maggiore di 39. 



PARTE TERZA 
PROGRESSION! E LOGARITMI 



GAPITOLO XVII. 
Progression!. 

95. DeFJNIZIONE E PRIMH PROPRIETA DELLE PRO- 
GRESSION! ARiTMETiGHE. Si chiama progressione 
ariimetiea o per dlfferenza una serie di numeri 
che si succedono per modo che la differenza 
fra un termine ed il precedente sia un numero 
costante, detto ragione della progressione. Gosi 
la serie di numeri 

8 . 14 . 20 . 26 . 32 . 38 . 44 . 50 . . . 

e una progressione aritmetica la cui ragione e 6; 
la serie 

e una progressione aritmetica la cui ragione e 1. 

Si ottiene un termine di una progressione ag- 
giungendo la ragione al termine precedente, o 
sottraendo la ragione dal termine seguente. 

Si indica che una serie di numeri a, 6, c co- 
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stituisce una progressione aritmetica, scrivendo 

^ a .b . c .d .. . 

Una progressione aritmetica si puo proseguire 
indefinitannente con numeri crescenti. Essa si 
puo anche proseguire indefinitamente neU'ordine 
decrescente, ma allora a partire da un certo 
punto i termini della progressione sono negativi. 

Esempio : 

J.... -.22. — 16 —10 — 4.2.8.14.20.26.32.38... 

Gosi, la progressione dei numeri naturali e 
indefinita nei due sensi 

T...--4. — 3. — 2. — 1.0.1.2.3.4.5.6.7.... 

La progressione di ragione r di cui il primo 
termine e a, e 

e da questo si deduce subito il 

Teorema 1." « In una progressione aritme- 
tica, il termine che occupa un dato posto e uguale 
al primo termine aumentato di tante volte la ra- 
gione quanti sono i termini che precedono quello 
che si cerca. » 

Questo teorema si compendia nella seguente 
formola, in cui an sta a rappresentare il termine 
che occupa il posto n"'«o: 

ct„ — a -j- (n — 1) r. 

96. Inserzione di medi aritmetici fra. due nu- 
meri DATi. Dati due numeri come ae b, inserire 
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m medi aritmetiei fra questi due numeri vuol 
dire costruire una progressione che abbia a per 
primo termine, h per ultimo e contenga m ter- 
mini fra a e b. 

II problema sarebbe risoluto se fosse trovata 
la ragione (che chiameremo x) di quella pro- 
gressione: osserviamo che la progressione con- 
tenendo m -f- 2 termini, 6 sard preceduto da 
m-\- i termini e quindi per la (1), 

6 = a + (m + 1) ^, 

e da questa equazione di l** grado ad una inco- 
gnita si ricava 

6 — a 

X = J (2) 

m+ 1 

ftDrmola che serve a forma re la ragione e quindi 
ad inserire i medi. 

Esempio. Inserire 10 medi fra 234 e 3127. La 
ragione delle progressioni cercata sard 

3127 — 234 2893 

zz: — 263 

10 + 1 11 

e la progressione cercata sara 

T 234 . 497 . 760 . 1023 . 1286 . 1549 . 1812 . 2075 . 
2338 . 2601 . 2864 . 3127 . 

Dalla formola (2) si deduce che e sempre pos- 
sible di inserire fra due numeri dati tanti medi 
aritmetiei quanti si vuole; la ragione si ottiene 
con una semplice divisione. 

Teorema 2."* « Se fra i termini di una pro- 
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gressione aritmetica s' inserisce un ugual nu- 
mero di medi aritmetici, quest! medi insieme coi 
termini della progressione costituiscoao un'unica 
progressione aritmetica. » 

Dimosirazione, Abbiasi la progressione 

^a .b .e . d, . . 

ed inseriamo m medi aritmetici fra a e 6, al- 
trettanti fra 6 e c, fra c e rf, ecc. 

I primi m medi insieme con a e 6 costituiscono 
una progressione aritmetica avente per ragione 

b — a 



m r i' 



cosi i medi inseriti fra 6 e c forma no una pro- 
gressione la cui ragione e 

c-b 



m 4- 1 



ma b — azzic^by dunque le due progression! 
hanno la stessa ragione; e siccome la prima ter- 
mina col numero b che e il principio della se- 
conda, esse costituiscono un'unica progressione, 
c. d. d. 

B7. SOMMA DEI TERMINI DI UNA PROGRESSIONE 

ARITMETICA. Teovema 3.° « In una progressione 
aritmetica la somma di due termini ugualmente 
distante dagli estremi e uguale alia somma degli 
estremi. » 

Dimosirazione. Abbiasi la progressione 
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dico che 

a -{• I znb -{- k ziz c + h. 

Infatti, indicando con r la ragione della pro- 
gressione, si ha: 

onde 

b + k = a -\- r -{- I — r 

ossia 

b + k^a + l: 
cosi 

c = a + 2r, /irrZ — 2r 
onde 

e + h =za-\- ly 

e cosi di seguito. 

Problema. « Trovare la somma dei termini 
di una progressione aritmetica limitata. » 
Sia la progressione 

^ a .h ,e .. .h .k .1 , , 

sia n il numero dei termini e 5 la somma dei 
termini 

S'— a + h + c + ...-{- li + k-\- 1: 

si puo calcolare S con una operazione piu 
semplice che colTaddizione diretta degli n ter- 
mini. Si ha: 

5=za + 6 + c + ... + A + /c4-Z, 
e riscrivendo la somma in ordine inverso: 
5 - M /c-f /t + ... 1-c \-b \-a 
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da cui 

2 5 = (a + /) + (6 + /c) + (c + A) + . . . 

... + (/i + c) + (/c + 6) + (/4-^). 

Ma per il teorema precedenle tutte queste pa- 
rentesi sono eguali ad a -f- /, e sono in numero 
(H n, per cui 

2S=n{a V I) 

(londe 

Se si indica con r la ragione, avremo 

I — a j- {n — i)r 
e sostituendo 

_n[a -\- (n — i)r + a] 

~~ 2 

ossia 

n [2 a -f (ai — 1) r] 

S = — ^-^ ^-^ • (4) 

2 ^ ^ 

Esempio: Trovare la somma dei termini 
del la progressione 

f 4 . 7 . 10 . 13 . 16 . 19 . 22 . 25 . 28 . 31 . 34 . 

Si avra: 

^ (4 4- 34). 11 

S = zz 209. 
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Applieazione del problema preeedente, 

a) Trovare la somma degli n primi nu- 
meri natural!. 
Applicando la formola (3) 



S — 



2 



Esempio: La somma del primi 100 numeri 
sara 

^ 100.101 

S = 1= 5050. 

2 

b) Trovare la somma dei primi n numeri 
dispari. 
Essi costituiscono la progressione 

Tl.3.5.7.9...2n — 1, 

e si avM, applicando la formola (3) preeedente 

n(2n — 1 + 1) n.2n 

S ^z = r= n* 

2 2 

ossia : 

« La somma dei primi n numeri dispari e 
uguale al quadrato del numero n. » 
Gosi 

1 + 3 + 5 -f 7 + 9 4- 11 + 13 = 7« z= 49. 

98. Definizione e prime proprieta delle pro- 
GRKSSioNi GEOMETRicHE. Si chiama progressione 
geometriea o per quoziente una serie di numeri 
che si succedono per modo clie il rapporto (o 
quoziente) di un termine al preeedente sia un 
numero costante, che si dice rag tone. Gosi i 
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numen 

2, 6, 18, 54, 162 

costituiscono una progressioue che ha per ra- 
gione 3; i numeri 

5 5 5 5 

20, 10, 5, —, ■— , — -, 



2 ' 4 ' 8 ' 16 

1 



formano una progressione la cui ragione e 

La progressione geometrica si suole indicare 
scrivendo 

-H- a : Z> : c : rf : . . . 

La progressione e crescente se la ragione e 
maggiore deirunita, decrescenle se la ragione 6 
minore deirunita. 

Ogni progressione e indefinita nei due sensi. 
Da una parte si ottengono numeri che vanno cre- 
scendo senza limite, dairaltra numeri che vanno 
sempre piii diminuendo e tendendo alio zero. Le 
progressioni geometriche non con tengono termini 
negativi se la ragione ed un termine sono positivi. 

Se indichiamo con a uno dei termini e con q 
la ragione, si avra 






a a a 
. — : — : — :a:aq:an^:.,. 
q» q^ q 

Da cio si scorge subito il 
Teorema 1." « II termine n^"''^ di una pro- 
gressione per quoziente si ottiene moltiplicando 
il primo termine per la ragione innalzata ad 
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una potenza indicata dairesponente n — 1, uguale 
al numero dei termini che precedono T n"'"^ » 
Questo teorema e espresso dalia formola 

an ziza q» -K (1) 

99. Inskrzionk di medi geometrici fra due 
NUMERi DATi. Dati due numeri qualunque a e b^ 
inserire m medi geometrici fra questi due numeri 
significa trovare una progressione di m + 2 ter- 
mini ciie incominci con a e finisca con b, Appli- 
cando ia (1) avremo, indicando con x la ragione 
incognita di questa progressione geometrica, 



^ =z a 0?"'+ » 



da cui 



a? '" + I =: 



b 



a 



e 



X 






(2) 



e per mezzo di questa formola si trova la ra- 
gione della progressione. 

Esempio: Inserire 3 medi geometrici fra 83 
e 51875. La ragione della progressione sara 



^/ 51 875 4, — 
1/ ■==:v/625=5 

y 83 



e la progressione stessa sara 

■H- 83 : 415 : 2075 : 10375 : 51875 ; 
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i medi sono 

415, 2075, 10375. 

La ragione q dipende da un'estrazione di ra- 
dice, e quindi dara origine in generale a numeri 
incommensurabili: non si potranno dunque or- 
dinariamenle inserire medi geometrici razionali 
fra due numeri dati; pero questi medi anche ir- 
razionali si potranno sempre calcolare coirap- 
prossimazione che si desidera. 

Teorema 2!* « Se fra i termini di una pro- 
gressione geometrica s'inseriscono medi geo- 
metrici in egual numero, questi medi, insieme 
coi termini della progressione data, costituiranno 
un'unica progressione per quoziente. » 

Abbiasi infatti la progressione 

H a:b:c:d:... 

e fra a e by b e e, ecc, s' inseriscano m medi 
geometrici. 

I primi m medi insieme con a eb costituiscono 
una progressione che ha per ragione 

m-\- I 



n 



gli m medi inseriti fra 6 e c hanno per ragione 



n 



b c 
e cosi via: ma — =z — , e percid le ragioni di quelle 

a h 

PiNCHERLE. 13 
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varie progressioni sono uguali, ed il primo ler- 
mine deiruna essendo 1* ultimo termine della 
precedente, esse costituiscono un* unica progres- 
sione, c. d. d. 

100. SOMMA DEI TERMINr DI UNA PROGRESSIONE 

GEOMETRiCA LiMiTATA. Abbiasi Una progressione 
geometrica limitata, cQmposta di n termini, la 
cui ragione sia q^Aa sia il primo termine: essa 
sara 

Si puo trovare un'espressione semplice che 
rappresenti la somma di questi n termini, 



S^=^a-\-aq-icaq^-{-aq*-\'...-\-aq' 



-1 



Per trovare 5, moltiplico per q i due membri 
deireguaglianza precedente, ed ottengo 

q Sz= aq-\-aq^-{-..,-{^aq« 

e sottraendo S da questa 

qS-^S:=aq^ —a 



5(7-l) = a(7''-i) 



da cui 



a(q^ — 1) 

Se q < 1, per avere i termini positivi si scri- 
ver^ 

1-9 
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Esempio: Si scriver^ che 

1 -^ a? + a?* -{-... + a?" - ^ 

e uguale a 

1 — a?« a?« — 1 

o 

i —X X — i 

secondo che a? e <! 1 o > 1. 
Gosi la somma 

1^.2-f4 + 8 + 16-f32-f...2«-i 
sar^ 

2« — 1 



2" — 1; 



2— 1 

in particolare 

1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + 64 = 127. 

101. Somma di una progressione decresgente 
iNDEFiNiTA. Si e trovato che se 

^ a:aq: aq^ : aq^ . . . aq" - ^ 

e una progressione geometrica coniposta di n 
termini, la cui ragione sia minore deirunita, la 
somma di questi termini sar^ 

1 — qn 

S=:a.- ^ (4) 

i-q 

che si puo anche scrivere 

a aq» 

S = - -^-. (5) 

i — q 1 — (/ 
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Questa somma 6 composta di due termini. II 
primo di essi e invariabile, qualunque sia il nu- 
mero dei termini della somma, il secondo ter- 
mine, che e sottrattivo, varia invece al variare 
di n, ed essendo </ < 1, tanto piii n sara grande 
lanto pill (/« sara piccolo, e quindi tanto minore 

sara la parte sottrattiva . 

1 — g 

Potendosi prendere n tanto grande che quella 

parte sottrattiva diventi piccola a piacere, la 

somma dei termini sara sempre piii prossima ad 



ossia : 

«: La somma di n termini di una progres- 
sione geometrica decrescente iende ad 

a 



quando il numero n dei termini che sisommano 
cresce indefinitamente, » e cio si esprime di- 
cendo che 



a 



e la somma della progressione decrescente in- 
definita. 
Esempio. La progressione indefinita 

1 1 1 i 1 

* * A • • _ • • _____ • ,^____ • 

._X* • • • • ••«• 

2 4 8 15 32 



Progressioni. 197 



1 
e decrescente e ha per ragione — . La somma 

di questa progressioae indefinita 

1111 
^ 2 ^ 4 ^ 8 ^ 16 
sara per quanto si e detto 

1 

1 — 



2 

e cio vuol dire che prendendo di quelJa somma 
10, 100, 1000, 10000 termini, la somma di questi 
noa sara mai esattamente 2, ma sara tanto piu 
prossima a 2 quanlo maggiore sara il numero 
di termini che si saranno presi. 

Applica:^ione. Abbiasi la frazione decimale pe- 
riodica. 

a = 0,45454545 . . . 

questa si puo scrivere 

45 45 45 

100 lOO** 100« 

e sotto questa forma si vede che la frazione pe- 
riodica non e altro che una progressione geo- 

metrica decrescente avente per ragione — ; e 

^ ^ 100 

applicando la formola precedente per la somma 

si avr^ 

45 4b^ 

^ 100 _100_ 45 
"" 100 100 
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si Irova cosi la regola nota deiraritmetica per 
la costruzione della frazione generatrice di una 
frazione periodica. 



GAPITOLO XVIII. 

Cenno sulla teoria del logaritmi 
dedotta dalle progressioni. 

102. Dbfinizione. « Date due progressioni, la 
prima geometrica che incomincia coirunita, la 
seconda aritraetica e incominciante coilo zero, i 
termini della seconda diconsi i logaritmi dei ter- 
mini della prima, nel sistema di logaritmi for- 
mato dalle due progressioni. » 

Le due progressioni saranno: 

•f 0. r.2r. 3r... nr... ) 

si supporrA q maggiore delFunita ed r positivo, 
ossia le progressioni crescenti. 
II termine nr 6 il logarimo di (/«, e si scrive 

log. q** = nr. 

103. Teorema fondamentale e corollari. Teo- 
rema. « II logaritmo di un prodotto e uguale alia 
somma dei logaritmi dei fattori. > 

Dimostrazione. Per dimostrare questo teore- 
ma, basta osservare che se a e 6 sono due ter- 
mini della progressiono geometrica, sara 

az=:q'"j bzziq^ 
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ed il loro prodotto sara 

abzn q»f . qn =: (/'« + «. 

D'altra parte tornando alle (1), 

il logaritmo di a e mr 
» » b > nr 

ed essendo 

(m-{-n)r:=:m r-^-nr 
sara 

log a 6 = log a + log 6, 

c, d. d. 

Corollario. 1.° II logaritmo di un numero qua- 
lunque di fattori e uguale alia somma dei loga- 
ritmi dei fattori, cio6 

log ahedzn log a + log h + log c + log d. 

2.® II logaritmo di ua quoziente e uguale al 
logaritmo del dividendo meno il logaritmo del 
divisore. 
Abbiasi infatti 

a 

sar^, per la definizione della divisione 

a — bc 
e per il teorema fondamentale 

log a = log 6 + log c 
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onde 



ossia 



log c ~ log a — log b 



a , , 

log — zz log a — log b 

c. d. d. 

3.° II logaritmo di una potenza e uguale al 
logaritmo del numeromoltiplicatoperresponente. 
Abbiasi da formare il 

loga*" 
queslo e 

log {a,a.a ., .m volte) 

6 quindi per il teorema fondamentale sara 

log a'" =: log a + log a + log a 4- ... (m volte) 

ossia 

log a*» ~ m log a 
c. d. d. 

4.* II logaritmo della radice di un numero 
e uguale al logaritmo del numero diviso per 
rindice del radicale. 
Sia 

cio equivale, per la deflnizione di radice, ad 

Per il corollario terzo 

log a^m log a? 
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da cui 



log 0? =: 



log a 



m 
c. d. d. 

104. POSSIBILITA DI*UNA APPLIGAZIONE DEI LOGA- 

RjTMi. Le quatlro Ibrmole 

I. log a 6 = log a + log b 

a 

1 1, log — — = log a — log 6 

III. log a'" = m . log a 

m.- log a 

IV. log \/ am 



m 

contengono tulta la teoria dei logaritmi. Se fosse 
possibile di far entrare tutti i numeri in una 
progressione geometrica e di calcolare i loro lo- 
garitmi, le quattro formole precedenti permette- 
rebbero di semplificare i calcoli, e di ridurre 
ogni moltiplicazione ad una addizione 
» divisione ad una sottrazione 
» innalz. a potenza ad una motiplicazione 
» estrazione di radice ad una divisione. 
II piano di questa opera non permettendoci 
di esporre con esattezza e rigore la teoria dei 
logaritmi, ci dovremo limitare ad indicare suc- 
cintamente in quale modo si 6 potuto far si che 
tutti i numeri vcngano a riguardarsi come ap- 
partenenti ad una progressione geometrica, con 
tale approssimazione da soddisfare ai bisogni 
delle applicazioni. 
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105. MeTODO DELL'iNSISRZIONG DEI MEDI. Si 6 di- 

mostrato che se fra i termini di una progres- 
sione sia aritmetica, sia geometrica, si inserisce 
un egual numero di medi, si ottiene una nuova 
unica progressione aritmetica o geometrica; di 
pill fra due numeri dati a, h si possono inserire 
tanti medi aritmetici o geometrici quanti si vo 
gliono, e le ragioni essendo rispettivamente 

b-a "lyT 

m -h 1 ' |/ a 

si potra, prendendo m abbastanza grande, ri- 
durre la prima frazione piccola quando si vuole 
e la seconda vicino ad uno quando si vuole, e 
quindi inserendo tra i termini di una progres- 
sione un numero abbastanza grande di medi, i 
termini della nuova progressione saranno fra 
loro vicini quando si vuole. 

Ecco in qual modo ci possiamo giovare di 
questa osservazione per trovare i logaritmi di 
lutti i numeri: 

II sistema primitivo di progression! sia per 
esempio 

-H- 1:10: 100: 1,000: 10,000... 
T 0. 1 . 2 . 3 . 4 ... 

ill questo sistema i soli numeri che abbiano lo- 
garitmi sono le potenze di 10; ma possiamo ot- 
tenere, col metodo deli'inserzione dei medi an- 
che i logaritmi degli altri numeri; per esempio 
di 2,3,4, ... 9. 
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Inseriamo infatti, fra 1 e 10, cento medi geo- 
metrici, e fra ed 1, cento raedi aritmetici: fra 
i 100 medi geometrici se ne trovera uno piu di 
tutti vicino a 2, si prenda quello per 2 e il medio 
aritmetico corrispondente, per approssiraazione, 
come iogaritmo di 2: cosi si potra ottenere la 
seguente tavola: 

frl...2 3 4. ...5 6 \ 

T . . . 0,30 . . 0,48 . . . 0,60 . .'. 0,70 . . . 0,78 ^ 

...7 8... 9 10 ) 

. . . 0,84 . . . 0,90 . . . 0,95 ... 1 ^ 

I numeri delia riga superiore facendo parte di 
una stessa progressione geometrica e quelli della 
riga inferiore di una stessa progressione geo- 
metrica, si potra applicar 16ro il teorema fon- 
damentale coi suoi corollari. 

II metodo dei medi e puramente teorico, e con- 
durrebbe nella pratica a calcoli lunghissimi: per 
avere i logaritmi colTapprossimazione indicata 
occorrerebbe infatti inserire 100 medi fra 1 e 10, 

10 e 100, cioe estrarre la v/lO con sufiiciente 
approssimazione. Gi basti avvertire che esistono 
metodi molto piu rapidi per la costruzione di si- 
mili Tavole, e mediante i quali si puo valutare 
con rigore il grado d' approssimazione che si 
raggiunge. 

106. SlSTEMA. DEI LOGARITMI VOLGARI. TaVOLE. I 

logaritmi generalmente adoperati nelle applica- 
zioni pratiche della matematica sono i logaritmi 
detti volgari, o a base died, aventi per origine 



204 Algebra elementare. 

una ppogressione geometrica colla ragione 10, e 
una progressione aritmetica colla ragione 1, cioe; 

-H- 1 : 10 : 100 : 1000 : 10000 : . . . \ 
T 0. 1 . 2 . 3 . 4 .... \ 

Si sono costruite delle Tavole di logaritmi (ed 
il metodo delPinserzione dei medi ci rende conlo 
almeno della possibilita di una simile costru- 
zione) contenentiM logaritmi di tutti i numeri 
da 1 a 108000, coirapprossimazione di un dieci- 
millionesimo, approssimazione sufficiente per la 
massima parte delle applicazioni tecniche e scien- 
tifiche. 

Tali Tavole servono a risolvere i due seguenti 
problemi: 

« Dato un numerp, trovarne il logaritmo. » 

< Dato il logaritmo, trovare il numero corri- 
spondente. » 

107. Garatteristica. Le sole potenze di 10 
hanno logaritmi interi; gli altri numeri interi 
hanno logaritmi incommensurabili, che si espri- 
mono ordinariamente coll* approssimazione di 5 
o 6 o 7 cifre decimal!. 

II logaritmo di 10 e 1, quello di 100 e 2, . . . 
quello di 10» 6 n. 

Un numero compreso fra 1 e 10 avra il suo 
logaritmo compreso fra ed 1, un numero com- 
preso fra 10 e 100 avra il logaritmo compreso 
fra 1 e 2,... un numero compreso fra 10« e 10«+i 
avra il logaritmo compreso fra n ed n + 1- 

Da cio risulta che: 

La parte intera del logaritmo per un numero 
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compreso fra 1 e 10 sara 0, essa sara 1 per un 
numero compreso fra 10 e 100, 2 per un numero 
compreso fra 100 e 1000,... n per un numero 
compreso fra 10« e 10"+^ La parte intera di un 
logaritmo dicesi Caratteristiea di questo loga- 
ritmo, e la parte decimale dicesi mantissa. Si 
ha quindi il teorema: 

« La caratteristiea del logaritmo di un numero 
(intero o fratto) e uguale al numero delle cifre 
della parte intera del numero, meno uno. » 
Cost le caratteristiche dei logaritmi di 

51 
42, — , 8932571, 8324, 735 
4 

saranno rispettivamente ; 

1, 1, 6, 3,' 2. 

Teorema: « Moltiplicando o dividendo un 
numero per una potenza di 10, la mantissa del 
logaritmo di questo numero non si altera, e la 
caratteristiea resta aumentata o diminuita del- 
Tesponente della potenza di 10 per cui si e mol- 
tiplicato e diviso. » 

Dlmosirazione, Si ha dalle tavole 

log 31416 = 4, 4971509. 

Moltiplico il numero per 10^ e dico che il lo- 
garitmo si aumenta di 3 unit^, cioe 

log 31416000 = 7,4971509. 

Infatti per il teorema fondamentale (§ 103) 
log 31416 X 103 ::^ Jog 31416 + log 10^, 
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ma 



onde 



log 31416 =: 4,4971509 
log 103 - 3 



log 31416000 = 7,4971509. 



log — — = loff 31416 — loff 1000 = 



Similmente, divido il numero per 10^: dico 
che il logarilmo diminulsce di 3 unita, cioe 

log 31,416 = 1,4971509 
infalti (§ 105, coroll. 2.*) 

31416 

1000 

= 4,4971509 — 3 =: 1,4971509 

c. d. d. 

Gonoscendo il valore della caratleristica di un 
logaritmo, si puo trovare il numero delle cifre 
intere del numero corrispondente: 

Abbiasi, per esemplo: 

log X =z 8,9123457 

e si voglia trovare quante cifre intere avra x. 
Si ha cIiG log X e compreso fra 8 e 9, quindi x 
fra 108 e 10^ ma 10^ ha 9 e 10» ha 10 cifre, per 
cui X avra 9 cifre intere. 

Nelle tavole di logaritmi si trovano le man- 
tisse dei logaritmi dei numeri, ma non le carat- 
teristiche che si devono calcolare per mezzo 
delle regole che precedono. 

108. OpERAZIONI SEMPLIFIGATE per mezzo DEI 

LOGARITMI. Non ci e possibile di entrare in mag- 
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giori particolari sul modo di adoperare le Ta- 
vole di logaritmi: il loro uso ^ reso agevole dalla 
pratica, e non presenta difficoU^ teoriche: ci li- 
miteremo a dare alcuni esempi di operazioni 
arltmetiche abbassate di grado per mezzo dei 
logaritmi. 

I. Una moltiplicazione si riduce ad una ad- 
dizione. 

Sia da eseguire 

3492 X 5937. 

Si trova nelle tavole: 

log 3492 = 3,54307 

log 5937 = 3,77356 

log 3492 X 5937 = log 3492 + log 5937 = 7,31663 

e risalendo per mezzo delle tavole da questo lo- 
garitmo al numero corrispondente si trova 

3482 X 5937 — 20731004. 

II. Una divisione si riduce ad una sottra- 
zione. 

Abbiasi per esempio: 

5937 : 3492 
si ha 

5937 

log z= log 5937 — log 3492 = 

3492 ° ^ 

=z 3,77356 — 3,54307 == 0,23049 

e risalendo al numero: 

# 5937 , 

=: \ ,7002. 

2349 



I 
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III. Un innalzamento a potenza si riduce ad 
una moltiplicazione. 
Sia da eseguire la quarta potenza di 59. 

log 59 = 1,7708520 



log 59* =1,7708520x4 
= 7,0834080 

e risalendo al numero, 



59* =12118361. 

IV. Un'estrazione di radice si riduce ad una 
divisione. 

Abbiasi da eseguire v/3492. 

log 3492 = 3,54307 
3,54307 



Iog^3492 = -^^= 0,70861 



e risalendo al numero 



v/3492 =5,1123. 

109. LOGARITMI DI NUMERI MINORI DELl/UNITA, 

GARATTERiSTiCHE NEGATIVE. Fin qui si sono consi- 
derati i logaritmi dei numeri maggiori deirunita; 
i numeri minori non avevano logaritmi, perche 
la progressione geometrica era crescente e prin- 
cipiava coirunita. Ora per poter estendere anche 
ai numeri minori delFunita Tuso dei logaritmi, 
si sono dovuti introdurre logaritmi negativi. 
Se prolunghiamo anche verso sinistra le due 
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progressioni primitive, troviamo 
1 1 1 






: 1 : 10 : 100 : 1000 : . . . 



1000 100 10 

11 logaritmo di 0,01 e dunque —2, quello di 
0,0001 e — 4, ecc. 

In quanto ai logaritmi dei numeri decimali che 
non sono potenze di 10, essi si trovano nel se- 
guente modo: 

Abbiasi da trovare il logaritmo di 0,003492. 
Si ha 

3,492 
0,003492 =1 



1000 ' 

log 0,003402 = log 3,492 — log 1000 
log 3,492 =: 0,54307 
log 1000 = 3 

onde 

log 0,003492 = — 3 + 0,54307 

che si scrive 

3^54307 

• 

e dove la caratteristica sola 6 negativa. 

Da ci6 la regola: 

« II logaritmo di un numero minore deirunit6 
ha una caratteristica negativa eguale al numero 
degli zeri che seguono la virgola, piii una: ed 
ha una mantissa uguale a quella del logaritmo 
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del numero che si ottieae facendo astrazione 
dalla virgola. 

E chiaro che se il ;numero proposto e^datoin 
frazione ordinaria, lo si dovra prima ridurre in 
frazione decimale. 

1 
Esempio: log — =r log 0,2 

5 

log 2 =0,30103 

log 0,2 = 1,30103 
che sta a significare 

— 1 + 0,30103 



FINE. 



|U 
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SEBIE SCISmFICA, 8T0RKIA, laSTTSUmUL, 

eiuRiDicA E LnreuisTiCA 

ta U 14M il voiwiici) 
pel Xaxtdali Ae trattano deUe sdenze e desK-flfaililetteral 

SERIE PBATIOA 

(a L. 2 il voliiwc) 

8 el ILunJAu dbe trattano ddlie ininatrie ntaadfatteden « 
e^li ar^omenti che si rlfedscono alia Tita pBUdBa. 

SEHIE ARTISTICA 

(a L. 2 U volmne) 

pei liAxuuj. cbe tcstteno deUe arti e Aelleiikdutcto Joti- 
Btiche nella loro storia e nelle loro a^Uoaaaoni prafiehe. 



pel ULLHUiiiii die fii rUBriaoono a ^^uailfliBBi ktj 

ma c^ per La mole e per la vtoaorfinaila aVbon 

iBeMoBi, moa potevaae u m tnj dawMoMH In 
uui telle aerie saddette, a fmso MmriiiatD. 



m 
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ELENCO COMPLETO DEI MANOAU HOEPLI 

PUBBLICATI SINO AL 1804 
> » < 

L. c. 
Aeqne (Manuale delle) Biiaerall e la«|^hi dll cnra 
del R«ra« d* Italia, di Luiei TiOLi. (In layoro). 

— (Vedi Assistenza — Igiene — Soccorst), 
Adalterazlone e falslflcazloae degpll allmenil, del 

Dott Prof: L. Gabba, di paer. vin-212 2 — 

Affrieallara. (Vedi Analist ad vino -^ Animali da 
cortile — Apicoltura — Baehi da seta — Bestiame 

— Chimica agraria — Colambi — Coltivazione, ccc, 
ddle piante tessili — ContaJbilitd agraria — Eco- 
nomia dei fdbbricati rurali — Enotogia —■ Estimo 

— Frwnento e Mais — Frutticdiura — Funghi — 
Igiene veterinaria — Insetti nocivi — Insettt utili 

— Latte, cado e burro — Macchine agricole — Ma- 
lattie crittogamiche — MaJattie dei vini — Olivo — 
Orticoltura — Ostricultura — Fiante e fipri — Piante 
industriali — PoUicoltura — Pomologia artificiale 

— Prato — Selvicoltwra — Tartufi — Uva passa 

— Vino — Viticoltura — Zootecnia), 
Agronanila, del Proi. F. Cakeoa di Murigce, 2' ed., 

di pag. vi-200. 1 50 

Alvebra eaotpleaieBtarey di PiNGHEBLE. Parte L 
Analisi algebricaf di pag:. yin-174. 1 50 

— Parte II. Teoria delle equazioni, di pag. iy-170 con 

4 incisioni nel testo 1 50 

Alffebra elenienlare, del Proi S. PiNGHEBLE, 5* ed., 

di pagr. vin-210 1 50 

Allmentazlone^ di G, Stbaffobello, di pag. Yin-122. 2 — 
Allmentl. (Vedi AduLterazione — Conserve — Fru- 

mento e Mais — Panificazione). 
Alpl (Le), di J. Ball, trad, di L Cremona, pag. vi-120. 1 50 

— (Vedi Dizionario alpino — Prealpi oergamasche). 
AUeraziooe del wlnU (Vedi Malattie ed aiterazionil 
Aniiiiiiilairaziane publiliea. (Vedi Diritto ammini- 

strativo — Catasto italiano — Codies doganale — 
Contabilitd comunale — Imposts dirette — Legae 
comunale — Eicchezza mobue ~ ContabiUtd ditto 
Stato). 
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L. c. 

4nAlisl alrebrl«A. (Vedi Algebra comjdementare). 
tnallsi del vino, ad uso dei chimici e dei legali, del 

Dott. M. Barth, con pref. del Dott L Nessler, trad. 

del Prot. D. F. 0. Comboni, di pag. 142 con 7 incis. 2 — 

— (Vedi Cantiniere — Cognac — Enologta — McUattte 
dei vini — Vino — Ytticoltura), 

Anaiisi spettrale. (Vedi Spettroscopia), 

A natomia e flslolofi^la eaoiparaia, del Frof . R. Besta. 

(In lavoro). . . , . -,. , , 

— (Vedi BatteHologia — Ftstoloffta — Imbalsamatore 
— Insetti — Frotistologia — Zoologia), 

Anatoniia pUtorlea, di A. LoMBABDiNi, pag. Yl-llB 
con incisioni ... . : • • •. • • ^ — 

— (Vedi Bistauratore dei diptnti — Sctenza dei co- 
lori e la pittura). , , „ , „ ,, 

Aniniali (Grli) parassltl deiraomo, del Pro! F. Mer- 

CANTi. (In lavoro). 
Aniuali da eorllle, del Prof. P. BOKizzi, di pag. xiv- 
238 con 39 incisioni 2 — 

— (Vedi Bestiame — CdwiM — Polltcoltura), 
Anti«hita privale dei romanl, del Prof. W. KOPP, 

trad, del Prof. N. Moreschi, 2' ediz., di pag. xn-130. 1 50 

— (Vedi Archeologia delVarte). 

Antropolog^ia, del Prof. Qc. Canestrini, 2* ediz., n- 
veduta ed ampliata, di pa«:. vm-232, con 23 incisioni. 1 50 

— (Vedi Etnografia — Pafeoetnologia). 
ApleoUara razionale, del Prof. G. Oanestrini, 2* 

edizione riveduta di pas:, iv-196, con 43 incisioni . . 2 — 
ApprestamenCe delle flbre (esslli. (Vedi Filatura). 
Arabe velg^are (Manuale di), di De Sterlich e DiB 
Khaddag. Raccolta di 1200 vocaboli e 600 frasi piii 

usuali, di pag. 143, con 8 tavole . . 2 50 

Araldica ((irammatica), di F, Tribolati, 3' ediz., di 

paff. viii-120, con 98 inc. e un'appendice sulle " Livree «. 2 50 
Archeoloffia delParte, del Prof. I. (ji^ENTlLE : 

Parte LStoria delVarte greca teste, 2' ed., p. xn-226. 2 — 
„ Atkinte per I'opera sudd, di 749 tavole, indice. 4 — 
Parte IL Storia delVarte etrusca e romana, teste, 

2* ediz., di pag. iv-228. 2 — 

Parte II. Atlante per I'opera sudd.di 79 tot;o/e,indice. 2 — 
ArehiieUura Uallaua, deU'Arch. A. Melani, 2 vol., 
di pag. xviii-214 e xii-286, con 46 tavole e 113 figure, 

2* edizione 6 — 

I. Architet. Pelasgica, Etrusca, Italo-Greca e Romana. 
ILArchitetturaMedioevale, fine alia Contemporanea. 
ArllnietIcaprailea,delDott.F.PAmzzAjdip.vin-188 1 50 
Aritmetlca raiienale, del Proi. Doti F. Panizza, 
2» ediz., pag. xii-210 1 50 
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L. c. 
Amonta, M Plrol. C. PoLLiNl. (In lawro). 
—{VediCmUmmte - Mtuka - PianiHa - Staria delta mu- 

sica - Sir w m e ntasgiame - Strumenti ad arec^. 
Arte dtei 4lre (L*), dd Froi. D. Ferbari, 2" e&^ 

corretCa ed amj^iaiaK (ti ps^:. xvi-190 1 50 

— (Vedi Hettartca — Ritmtea — StUisUea), 
Arte MlllUre. (Yedt Storia ddV). 

Arte wlBcrwrlfty dieting: Prof. V. Zoptbttt, ^ pa^ 
gine iv-182, con 112 figure in 14 tavole 2 — 

Arte g r «— » cimMe* e reoMuui* (Vedi Artknlogia 
ddParteX 

ArtI CLe> t»A«^ ffetaweeeaatekti. Zivcotinft, 
Aatotaroa, Eliografia, Fototipia, Fotolitogradift, FW- 
silognnaL TipoMografia, eoe., seconds i meMi n^ 
recenti, dei grandi maestri nell'arte: Albkbv, An- 
GEwm, OMTOtaBEBS. Bmcb, G-illot, Huoidc Kofahl, 
Monet, Poitevin, Rons, Turati, ecc^ can nn oenao 
storiea sotto vti gsaufkhe e nn Dimaiarietto teouoo ; 
pair, iv-176 cos 9 tavole illustrate 2 — 

— (V . Dixum, W&tegi'mfko — Fatoffrafia dei eU&ri — 
Fotegnfia. per dueUanti — - BiceHmrw feiomrafieoi. 

Aril. (Veii AmmtomkLwiitorica — Areke<dogia Self arte 

— Arekitettntra — Decorazione — Di9^no — Fi^ 
turm — Sntimra^ 

Aaflftli*{Li*>rMi>rieazio]ie - ajpplieazione, deD*Xng. R Rr- 

QHETTi, con ^ incieiont di pag. vni-152 2 — 

AMlem-MlMw^ mH* vlte, di C. Pa»ai«i, pagr. vi-152i 1 50 
AMlaievaft 4ei|l tBCerml aeiri^af e^ale e«i In fa- 
■iljrili^ delDotl O. Galliano, p. xzpr-4^ eon 7 lay. 4 50 

— (vl Ai^t^ mmanM — Ificne — Soeeorai i^wpgenxa). 
Aaaa yiii^'ltt . (Vedi Dtsegno <i98(mametrie&i, 
AjitreneMla, di L K Logkter, tradotta ed in parte 

ri&tia da K SiBcmm e rivednta da Q. V. Schiapa- 
BSLU^ 3^ tiiz^ di pag. Ti-lSO, con 44 inosioid ... 1 50 

— (Vedi Grrmmkuione — SpettrodeopiaH^. 

Ailma^ gmwrm^rm ateriee deiriUilia, del Dott G. 
GAR^LLOf » cartev 76 pag. di te^ e un* Appendieo. 2 — 

— (Vedi DtttMBHiriio geoffrafieo — Eserdzi ffeografiei 

— Oeografia — Prontuario di Q^parafia), 
AtlanAe y e g r a Aee «iilverMile« di Eiepebt, con no- 

tizie geonaoehiQ e statistiche del Dot! G-. Oabollo, 
8' ednTaalk 700QD alia 80000 copia), 25 carte, 86 pa- 
giae di testo 2 — 

A immaMmrwkm (V. CHmatoloffia - Igroscopi - Meteorciogia}. 

AttI u a tM TlML <Vedi ^otoro — Te9tamenti>. 

AttriBiBaBi'% ■MMnevr* delle aavl e atijuiaaiagl— I 
iM«riiiiaar» di F. Imperato, con mdte mctsioni. (Ln 
laroro). 

— (Vedi Ingegnere navale — Macchinista navale). 
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L. c. 

Aniotlpia. (Vedi Arti Grgfiche). 

Av3coltiira. (Vedi Animali da cortile — Colomhi do- 

mestici — FoUicoltura). 
Baehl da seta, del Prof. T. Nenci, di pag. vi-276, 

2* ediz., con 41 indsioni « 2 tavote 2 — 

— (Vedi Tnd^iatria rf^Ila aeta — Tintura dpila fteta.), 
Batieriolttipla, dd Proff. Q. e K. Canesthini, di pa- 

gnine yi-240 con 29 illostrazioni ......... 1 50 

— (Vedi Microseomo — Protistologia), 
BesUawe (H) e Tairrieoitara In Italia, del Prof. F. 

Alberti, di pag:. vxn-312, con 22 zincotipie .... 2 50 

— (Vedi Agricoltt^a)* 

BlaDcheria. (Vedi DUegno, taglio e eonfbzione di), 
BibliesTi'Afla, di G. OttinOj 2* ediz., riveduta di pa- 
gine VI-18G, con 17 iaoisioni • . . 2 — 

— (Vedi DizUmario bibliosfrctfieo). 
Blblioi««ari« (Manuale del), di Peitzkoldt, tmda> 

zione di G. Biaoi. (In layoro). 

Borsa (Operws. diX (Vedi Valori pfMiici — Debito 
pubblico), 

Broiuatalog>ia« {Y o^i Adtdterazione — Alhnenteuion^ 
— Conserve alimentari — Frumento e mai» — Fa- 
nificazione). 

Botaniea, dol Ptoi I. D. Ho^KBR, traduz. del Proi N. 
Pedicino, V ediziono, di v^, xiv-lSi, c(hi 68 inci- 
sion! 1 50 

Barro. (Vedi Laite), 

€ae«iaiore (Mannale del), di G. Fbancsschi, di pa^ 
gnine viii-268, con 10 tavole e 14 incisioni nd tesio. 2 50 

Calligrraila (Manualo di}. Oenno storico, cifre immo* 
riche, materiftle adoperato per la serittuTa e metodo 
d'insegnamento, con 69 tavole di modelli del principali 
caratteri conformi ai progrrammi g^oyernativi del Pro- 
fessoro R. Pebcossi, con 35 lao-simili di seritture. 
eleg-antemente legato, tascabile, con leggio annesso al 
manuale por tonere il modello 3 — 

Calariferi. (Vedi Bisealdamenio). 

Candele. (Vedi Steanneria e Fabb. di Candek), 

Cantaole (Manuale del), di L. MASTRieu, di pa- 
gine xii-132 2 — 

Cantinlere. Lavori di cantina mese per mese, dellTnge- 
gnere A. Strucchi, di pag. viii-172 con 30 inciaianL 2 -— 

— (Vedi Analisi del vino — Cognac — Mnclogia — 
Malattie del vino — Vino — Viticoltura), 

Cartogrrafla (Manuale teorico-pratico della), con nn 
sunto snlla atoria della Cartografia, del p£o£ E. Gel* 
ciCH, con 35 illustrazioni. (In lavoro). 

— (Vedi Disegno topografico — Telemetria)* 
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Caselfleio, di L. Manetti, *2* odiz., oompletamente ri- 
fatta dal Prof. Sartori, di pa^. iv-212, con 31 incis. 2 — 

— (Vedi AdtUtertizione degli alimenti — Latte, burro, 
cacio). 

€«tast« (H nuovo) lUlUii«, deirAyy. E. Brunt, di 
pag. xii-346, vol. doppio 3 — 

Cavall* (Manuale del), del Ton. Colonnello 0. Vol- 
piKi, di pag. iy-200 con illustrazioni e 8 tavole. . . 2 50 

Celeriuieusura (Manaalo nratico di), e tavole lo^a- 
ritmiche a quattro decimali dell'Ing:. F. Borlgttc, 
di pae. vt-I-W con 29 inciaioni 3 50 

Celerimensara (Manuale e tavole di), dell'Ing:. Cr. Or- 
LANDi, di pag. 1200 con un quadro generale d' inter- 
polazioni 18— 

— (V. Cartografia — Compensazione degli errori — Di- 
segno topografico — Qeometriapratica — Teletnetria), 

Ceralaeelie. (Vedi Vemici), 

Cereal i. (Vedi Frumento e Mais — Panificazione). 

Chimiea, del Prof. H. E. RoscoE, tradazione del 
Prof. A. Pavesi, di pag. vi-121, con 36 incisioni, 
4* odiziono 1 50 

Chlniiea a^rrarla, del Dott. A. Aducco, di p. vin-328. 2 50 

— (Vedi Concimazione). 

Chtmlee (Manuale del) e dell' lodastrlale, ad use 
dei Chimici analitici e tecnici, degli industrial!, ecc, 
del Dott Prof. L. Gabba^ di pag. xii-354 5 — 

Ciellsta (Manuale del), di A. (Jalante, riccamente 
illustrate, di pagr. vi-194, con 73 fototipie 2 50 

Cliaiateleg'ta, di L. De Marchi, p. x-204, con (J carte 1 50 

— (Vedi Igroscopi — Meteorologia — Sismologia), 
Cedlee dog^anale Itallano eon eomniento e note, 

dell'Avv. E. Brunt. (In lavoro). 

— (V. Amministrazione puhblica - Trasporti e tariffe). 
Cedice niefrlco Internazionale. (Vedi I Prototipi 

del metro e del kilogramma). 
Cogfuae (Fabbricazione del) e dello snlrlio dl tIho 

e distlllazloue delie feeee e deile Tinacee, di 

Dal Piaz-di Prato, di pag. x-168, con 37 incisioni. 2 — 
Colombl doniesliel e eoloniblcoUnra, del Prof. P. 

BoNizzT, di pag. vi-210, con 29 incisioni 2 — 

— (Vedi AnimaR da cortile — Pollico^tura), 
CaUniba C (Vedi Criatofoi'O Colombo). 

Colarl e la f lUura (La scicnza dei), del Prof.L.GuAiTA, 
di pa^. 218. 2 — 

— (\ edi Anatomia pittorica). 

Colorl e Ternlel, di G. Gortni, 3* edizionc, di pa- 
gine iv-181 2 — 

— (Vedi Fotografia — Luce e colori — Vefnici), 
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L. c 
ColllvaElone e4 iBdnstrle delle piaaii) teMllI, 

propriamente dette e di quelle che danno materia per 
fegacci, lavori d* intrecdo, sparteria, s^zzole, scope, 
carta, ecc, colUa^ifiunta di un Dizionano delle piante 
ed indastrie tessih, di oltre 3000 voci, del Prof. M. A. 
Savorgnan D'Osoppo, di pag. xn-476, con 72 incis. 5 — 

— (Vedi Filatura — Piante induatriali), 
CoinpeDsaKiaiie d«|^li errorl ean speeiale appliea- 

ziaae al rillevi ifeodetlel, di F. Crottl pag. iv-160. 2 ~ 
Conipallsteria, del Prof. Y. GiTTi, vol. L Compati- 
stena commerciale, 3' ediz., di pa^. vi-168. .... 1 50 

— Vol. n. Coraputisteria finanziaria, di pag. vni-156. 1 50 
Compatlsleria ajprarla, del Pro£ L. Petri, di pa- 

gine vi-212. 1 50 

— (Vedi ContabUitd, -— Bagioneria — Logtamografia 
— Seritture. (Vaffarii. 

Coneia delle peill ed aril affllnl, di Gr. GoRIlO, 
3' edizione interamente rifatta dai Dott. G. B. Fran- 
CESCHi Gr. Venturoli, di pag. ix-210. 2 — 

Coneloiazione, del Prof. Funaro (In lavoro). 

— (Vedi Chimica agraria), 

Confezlone dl blaneherla. (Vedi Disegm, ta^lio e), 
CoDserve alioieutari, di G. GORINI, 2' ediz., di p. 164. 2 — 

— (Vedi Adulterazione — Alimmtazione — Latte, ourro 
e cado — ^ Fanificazione), 

CoDtabllila eomunale, secondo le nuove disposizioni 
legislative e regolamentari (Teste uiiico 10 febbraio 1880 
e K. Decreto B laglio 1890, del Proi A. Db Brun, 
di pag. viii-244 1 50 

— (Vedi Diritto amministrativo — Legge comunale), 
Contabillta upenerale dello Stato, deirAyy. E. 

Brunt, pag. xii-422 (vol. doppio) 3 — 

— (V. Computisteria — Ragioneria — Logismografia), 
CorpI i^rassl e stearlaerla, dell'Ing. E. Marazza. 

— (Vedi Indiiatria stearica), 

Correttore e eoniposKore tlpoiprafa. (Vedi TipO' 

grafia). 
Corse (Dizionario termini delle), del T. Col. 0. Volpini. 1 — 

— (Vodi Cavallo). 

CostUuzlooe dl tnttl (frit Slail. (Vedi Ordinamento). 

CosAunii. (Vedi Etnografia). 

Cristallo^rafla gpeamelrlea, flslea • ehloilea ap- 
plicata ai miner^, del Prof. F. Sansoni, di p. XYi-3^, 
con 284 incisioni nel teeto (vol. doppio) . . . . . .3 — 

— (Vedi Geologia -— MinercUogia). 

CrUtaforo ColootliOy di V. Bellio, con 10 inc., di 

pag. iv-136 1 50 

Crltloganie. (V. Malattie crittogamiche delle piante). 
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CnbaMwiu PnontaMrio per la eatetunt dct kg&MBi, <ii 0» 
BELLOoxDac, Sf «(Mz. aiGuiMiitatae eotnttik, dHi yteg. 304. % 50 

€ar¥tt» MAaoMe p^ tnuockmentid ^lie <NRTe delle Fir* 

deir Ins:. L. Loria^ 2* odis^ di piie> 1^^> <(»)i I t»<ir. 2 50 
Dauiei, di O, A. BckiEVACRifx, ^m, di fisr. Tm-!3d« 

iy447 : I. Vita di Dante. ^ VL 0pm <& Dante . . 9 — 
Deblii» (Ij) ^aMbUv* ItolliuM e l<3 regde o i tsfidi Mr 

le operazioni sd titoli <&e to rappr^entano, di F. Az- 

zoNi, di Bag:, vni-376 (roi. d«ppio). .,*..,. 3 — 

— (Vodi iwiw^fe dirette — Iftltertsm « M09«fo — JMe- 
chezza mooiie — ValoH puJMici). 

DeeorMil«ae e ludnsirie artlMlcli«, con una intro- 
duzione sullo indastxie artist, nazionali, dell*Arcli. A. 
Melani, 2 vol.. di comptessivepag.xx-MXI, «on US incis. 6 — 

Deni«ffrtt4la. (Vodi StatisUoal 

■Mboseameato. (Vedi Selvicolturu). 

Diflresto (II), di C. Ferrini, di pag. iv-13i 1 60 

Dinamica eleoieatare, del Dott. C CaTTAKEO, di 
pag. Tni-US, con 25 %iire .......... 1 50 

— ( vodi Ternnoi^Hamie^). 

Dlplowailisa, del Prot. L. Z&eeajje!r, <In layoro). 
Dirlui e dovcrl del cUtadlol, seoondo le Istituzioni 

dollo Stato, per tiso d^le puMblidie seoole, dei Prel. D. 

Maftioli, 8* ad., di pag. xvi-a03 , , , 1 60 

DiriM» 4uMniliiis^aaT# giosta i programmi go^enm- 

tivi, ad uso degli Istituti tocnici, del Prof. Q, Lo^», 

2* edkione. di p«ug. xxn-5G3 tv'olame doppk^. ... 3 — 
OlrUiaeliril«]«aliaiM,d<^Pnir.O.ALBK;iifrt,p.vin-123 1 50 
DIrHto eoiuBi«rciale. (Vedi Mtmdat&U 
Dlri(i» ^MHaMale « |»r«vte«iale, di Max»MXX>LO. 

(Vedi Leg^ comuwtde e pr^vmcimt^, 
DlrlUo eosUtazionale, di F. P, CoWWTZBC, p. XH^IO. 1 50 
Diritto eeeltesiasti^M, dei Dett. O. OliHO, di pagine 

xii-472 (volume doppio) 3 — 

DirlU* fttteniaciwuile pri vat*, deilAvv, Prof. F. P. 

CoNTUZZi, di pag. xvi-3y2 (volume doppiol .... 3 — 
DirUto iattMnmslMiale paUMiiCN», dell^VT.Pro^F.P. 

CoNTUZzi, di paff. xn-320 (voluoue doppie) 3 — 

Diritto pwial o, dell'ATT. A. Sr&t^Ai^ di p. rm-l^ 1 50 
Dlriit* rMMM, d^ Prof. C. Ferrini. di par. vin-U2. 1 50 
IMaegna. I prinoipit del Disegne e gli stili d^l'Oma* 

mento, del Prof. 0. Boito, ^ odiriene, di pa^, iv-^$, 

con in siiog. . « . 2 — 

JMseg^iio assoDoneirlco, del Prof. Paoloni, di pa- 

gine it4.^ ooa ^ tevx^ e ^ %uid »d teste ... 2 — 



L. c, 
Diseifno greomeCrteo, (lei Pfof, A. AivniXJ, di pft-* 

^ne viii-85, 6 figuTQii€& ti»i;c^& ^ ta,Tole litogn^ahd %.^ 

paff. Ti^iag, (»ft 12 tavol^ e 10 iii«laiaB& • . . * . S^ ^ 

IMbeno, tagfl* « «a«iesl«B* 41 lntMMlieHa (Ma« 

nuale teodeo pifttko di)t di £1 Boketti, eoa un Doio^ 
nario di nomenclatura, di pagf. vm-2l6 con 40 taTole« B — 

OlsinfesiAiMw fVedi Jnfezitme). 

Oi«tlllftil«Ms (Yodi Comae), 

DizUmurl«i«MMU«llM^ Parte 1*: Yemtvaiichi 
italiani, dellliiir. E* BieNAMi-SaBiuNi. -- Parte 2*: 
VaUi lombarde e Hwdir&fe aUa lAm^rdia, deU'Ing. G. 
ScoLARi, di pAg. xxii-MO . . • . 3 50 

— (Vedi Jjpi d }Vea(pt i»naasiM»eAe). 
DlzlmarU MUm lln^M <Ui CUiHa (0r««M«iM). 

(Vedi Grammatica). 
Dizlonarlo blblioipraflea, di a ArlIa. di ]M«. 100. 1 50 
Dlzl««»rlo i»4«i(raA«* ad uso dei diialtanti e prof^ 
sioniati, QoiiiteBie»ta oltre 1500 Tod in 4 Hn^uev nooche 
500 sinonimi e 600 formula del Dott. Luiei Gioppi, 
di jw. yin<@00 eon 95 inela. a 10 taY«le imA tMta 7 50 

— (yodi Arti §v<^dte f^tmtecctmiAe — F^itoffrafiAper 
dUeUmtii — BieHtario^ fotagvafietik 

Dizi»ii«rU 9«#irt<«aN* «iiiver*ail«y del Dolt G. QtMr 

BOLLO, 3* edizione, di pa?., vi-632 a dii« ookmne . , 6 50 
Dizlonarlo Mall«M«« (Vedi YoedMari^ itatiano), 
DIatonario UatlaM e Volapiih, di 0. Mattsi. (Vedi 

DIzioaarto aalver<«ale delle llnjfne KallMiaji k^ 
deaea^ tagrleae e fraaaeae, dispoete in un uoioo 
alfabeto, 1 vol. di pag; 1200 8 — 

Dog-aoe. (Vedi Codtct dosanale — TraaporH). 

Dottrina popolare, in 4 linguo. (Italiaaa, FTanceee^ 
Ing:lesQ e Tedesca). Motti popolari, frasi commerisiali e 
proverbi, raceolti da G. Sessa, 2* edia., di nay, IV-212L 2 — 

Ecoiieiiila del fablMrieall rarall, di V. KlceOLl> di 
papr. vi-192 2 — 

— (\^cdi Estimo rHrale}n 

Economia palitiea, del Pro! W. S, JeV0N8» traduz. 
del Prol L. CosfiA. 3* od., riveduta, di pag. xiv-174* 1 50 

— (Vedi Scienza delie finame). 

eiettrl«i»ia (Mannale deiD, di G. Colombo e R. Fbb- 
RiNr, di pag. viii-204-44 con 40 incisioni ..... 4 — 

— (Vedi Itlumiimzione — TeUfono — Tekffrafia}, 
Elettrielia, del Prof. Fleeming Jenkin, traduz. del 

Prof. R, Ferrini, di ps^. vin-180, con dQ incisioni. 1 50 

— (Vedi Magnetismo — Unitd assolute). 
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Bletlr«llsl. (Yedi Galvanoplastica). 
Ele4tr«llpl«. (Yedi Galvanoplaatica), 
EllofrraOa* (Vedi Arti grafiche), 
Bnel«l«pedla Hoepli (Piccola), in 2 volami di oltre 

3000 ^ag;. di 110 rigbe per og^ii pap^ft* (In lavoro). 

Associaziono all'opera completa (18 msc. a L. 1) . . IB— 
Enerii'la flsl«a, di R. FerbinT, di pag. yi-106, con 15 

indsioni 1 50 

— (Vedi Dinamica elementare — Termodinamica), 
Enologfia, jprecetti ad uso degli enologi italiani, del 

Prof. 0. Ottavi, 2* ediz., riveduta e amiiliata da A. 
Strucchi, di ijaff. xii-194, con 21 incisioni .... 2 — 

— (Vedi Ancdisi del vino — Cantiniere — Cognac — 
Malattie dei vini, — Vino — Viticoltura). 

Eatomolon^la. (Vedi Insetti nocivi — Insetti utili), 
EqaazUnl (Teoria delle), del Prof. S. Pincherle, di 
pag. xii-170, con 4 incisioni 1 50 

— ( vedi Algebra complementare), 

Errorl e preg-ladlzl voljjparl, oonfiitati colla scorta 
della scienza e del raziocinio da (x. Strafforello, 
di pag. iv-170. 1 50 

EsereizI ipearraflel • qaesltl, di L. HUGUES. sal- 
r^ftilaote dl R. Kieperl, 2* ediz., di pag. 76 . . 1 — 

Esereizl dl tradnzione coo Toeabolarlo a com- 
plemeDta della fpraaiBiailea tedesea, del Prof. Or, 
Abler, di pag. iv-286 1 50 

— (Vedi Grammatica tedesca — Letteratura), 
Estedea, del Prof. M. PiLO, di pag:. xx-280 .... 1 50 
-— (Vedi Etica — Filosofia — Logzca — Psicologia). 
Estlma rnrale, di F. Oarega di Muricce, p. vi-164. 2 — 

— (Vedi Agronomia — Disegno topografico — Eco- 
nomia dei fabbricati 7'uran — Geometria pratica), 

Etiea, del Prof. L. Friso. (In lavoro). 

— (Vedi Filosofia). 

Etuografla, del Prof. B. Malfatti, 2* ediz., intera- 
mente rifusa, di pag. vi-200 1 50 

— (Vedi Antropologia — Paleoetnologia). 
Elnologfla. (\ edi Antropologia). 
Fabbrieail rarall* (Vedi Economia dei)» 
Fabbro. (Vedi Operaio — Totmitore). 
Faleg^oame cd ebanlsta. Natura dei legnami, maniera 

di conservarli, prepararli, colorirli e vemiciarli, loro 
cubatura, di Gt. Belluojoni, pag. x-138, con 42 in- 
cisioni 2 — 

Falsiflcazlone deg>ll allmentl. (Ved* Adulterazione). 

Farntaclsta (Manuale del), del Dott. P. E. Alessandri, 
di pag. xii-628, con 138 tav. e 80 incisioni originali. 6 50 

Ferrovie. (Vedi Trasporti). 
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Filalvra. Manuale di filatura, tessitura e IftYorjtzione 
meccanica dolla fibre tessili, di E. Grothe, tradnzione 
suir ultima ediziono tedesca, di pag. vin-414^ con 105 
indsioni 5 — 

— (Vedi Coltivaziane — Piante indiistrialt), 
Fllolo|[pl« elasslea, freem • laiioA, del Prof. Y. 

Inama, di pag. xii-19o 1 50 

— (Vedi Letteratura greca e romanaX 
FlUsofla moralo, del Profl L. Fbiso, di pagr. xvi-336 

(vol. doppio) 3 — 

— (Vedi JEatetica — Etica — Logica — Faieologia). 
Flnanze (Vedi Scienza delle). 

Fl«rl. (Vedi Flaricoltura — Piante e ficrii. 
FUlca, del Prof. Balfour Stewart, trad, del Proi Q-. 
Canton r. 4" ediz., di pagf. x-188, con 48 incision! . . 1 50 

— (Vedi Energia fisica). 

Fisialoflria, di Foster, traduz. del Prof. G. Albini, 
3* ediz., di pag. xii-158, con 18 incisioni 1 50 

Fisloloiria comparata (Vedi Anatomia). 

Flora iiallaua laseablle, del Prof. R. PiROTTA. (In 
lavoro). 

Florieoltora (Manuale di)^ di C. M. Fratelli Roda, di 
pag. vm-183, con 61 incisioni 2 — 

— (Vedi Botonica — Piante e fiori). 

FentlKore in luttl I melal II (Manuale del), di G. Bel- 
LUOMINI, di pag. 146, con 41 incisioni 2 — 

— (Vedi Operaio). 

Fonolog'ia ffreea, del Prof A. Cinquini. (In lavoro). 
Fanoloipla iiallana, del Dott L. Stoppato, p. viii-102. 1 50 
Foooloicia latiiia, di S. CoNSOLi, di pag. 203 . . . 1 50 
Fo(og>alvanotlpi;«. (Vedi Arti grafiche). 
Fo(og;>rafla del colorl, del Dott. C. BoNACiNi. (In lav.) 
Folo^rafla pel dlleUantl. (Come il sole dipinge), di 
G. MuFPONE, di peg. x-201. 2* ediz., con molte incis. 2 — 

— (Vedi Arti grafiche — Jjizionario fotografico — 
Ricettario fotografico). 

Fruiueiito c nials, di G. Cantoni, di pag. vi-168 e 
13 incisioni 2 — 

— (V.Adulterazione — Alimentazione — Panificazione). 
FruUicoliura, del Prof Dott. D. Tamaro, con 63 il- 

lustrazioni, di pag. viii-192 2 — 

— (Vedi PoMologia artificiale — Uva paaaa), 
Fuliulnl e parafulnilol, del Dott. Prof E. Canb- 

STEiNi, di pag. viii-168, con 6 incisioni 2 — 

Fuujfhl (I) ed I (artufl, lore natura, storia, coltura, con- 

servazione e cucinatura. Ccnni di FoLCO Bruni . . 2 — 
FHochi ariiflclall. (Vedi Pirotecnia), 
FuochUta. (Vedi Macchinista), 
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Galir«Ao^lasti««, ed altre appflioazioni deirdettrollBi, 
GalTano^togia, Elettroniotalluri^, Affinatara del me- 
tallic Preparaziono deiralluiuL&io, Sbianchimento della 
carta e dcllo stoife, Risanamcnto dolle aequo, Goncta 
elettrica doUo pelli, ecc, d^il Prof. R. Febbini, 2^ od., 
completamonte rifatta. di pa?. xii^S92 ooa 45 mcisionL 4 — 

iite^desla. (Vodi Compensazione degli ^rori — €de- 
rimensura — Geometrui pratica — Teleme^nah 

Geodiaaailca. (Vedi Sismoloffia ^ ViUcmii9mo). 

C^easrrAAA) di G. Grove, trad, del Prof. E. Galletti, 
2' ediz., riredata, di pag:. xu-lOO, oon 20 inci^oni. . 1 50 

— (Vedi Atlante — Cartografia — Disesmo t9p&grafieo 
— Dizionario geoffrafico — ^^Kreizi geogrc^fid — 
Pronttmrio di geografia), 

Geagrafla elaaaica, di H. F. TozGR, traduzione o 
note del Prof. I. Gentile, 5* ediz., di pag. iT-168. . 1 50 

Oeeg^aila flalea, di A. Geikie, tmduziono sulla 6* 
edizione inglese di A. Stoppani, 3* ediz., pag:. iv-132, 
con 20 incisioni 1 50 

Geolagia, di Geikie, tradiizione salla 3* edizione in- 
glese di A. Stoppani, 3' edizione, di pag. vi-151, coa 
47 incisioni 1 50 

— (Vedi CristaUografia — Minercdogia). 
Geomeiria aoaliilca d«llo apazlo^ del Pro£ F* 

Aschieri, di pa?. vi-lOd, con 11 iacisioni 1 50- 

Geamelria analitlea d«l jplana, del Pr. F. AsCHIERI, 

di pag:. vi-194, con 12 incisioni 1 50 

Gcomelrla deseriillva, del Prof. F. AscaiEBl, di 

pag. xv-210, con 86 incisioni 1 50 

Geometrla iite(ri«a « trif^noBietria, del Prof. S. 

PiNCHERLE, 3* ediz., di pag:. ti-1j52. con 16 indsioni. 1 50 
Geometrla pratlea, dell'Inff, Prof. G. £kEDE, 2* edit, 

riveduta, di pig:, z-181, con 124 iadsioni ..... 2 — 

— (Vedi Cdertmensura — Disegno casonomietrico — 
Diaegno geometrico — IHsegno topografioo — (reo- 
desia — Telemetria), 

Ge«iii«trla fprajettf va, del ProU F. AfiOBiSBi, 4li pa- 
dne vj-192, con 66 incisioni 1 50 

Geomeiria para elementare, del Prof. S. PiN- 
CHERLE, 3* ediz., di pag. vi-140, con 112 indsioni . , 1 50 

Giardluo (II) infaiitlle, del Prof. P. CONTI, di pa- 
g:ine iv-214, con 27 tavole (vol. doppio) 3 — 

Glnnasilea (Storia della), di F. Valletti, di p. vni48l. 1 50 

GliHiasilea femmlalle, di F. Valletti, di pag; yi-112, 
con 67 illustrazioni 2 — 

Glanastlca masehlle (Manuale di)^ per cura di I. 
Gelli, di pag. yiii-108, oon 216 incisioni . . . . ,2 — 

— (Vedi Scherma), 
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di E. BoGKLU, dk |^. 33&, o<m 1^ iaaaioui . « « 4 — 

— (Veci Hetre premoae — MttaUi preziM^, 
GAw%mjfnA9muu (Vedi Digesto — DiHilv ^ctetfe — 

DiriUo remoM — Duitto eoHituxiom&ie — Di* 
riUo intemazionale prMlico e privato t— IMrHtk^ 
ecdesiastico — Diritio yenale — DirHU a wt miw* 
stratwo — Impoete direUe — Legge §mmmt[k — 
Mandato commiereiaie — Notai9 — BiMketm^ mm- 
bile — Testamenti — Legialazione ruraiet 

Grar«i«f^ii con iiumafosi ftutografi M Pra£ O. liOH- 
BEOSO. (In lavoro). 

Granmatiea araldlea. (Yodi Araldica). 

GraaMM«li«a • 4lsioMari« della Uayna <dl Ctalla 
(•ranoiitea), del Prof. E. Viterbo. 

Vol. L Qtila-Italiano, di pag:. Tia-i5S 2 59 

Vol. IL Italiano^Galla, di pa^r. LXiv-liOfi. «... ^ 50 

Graannaiiea f reca. (In lavoro). 

Ciraainiallai 4«lla llngpaa i^rea* Maim ^a^ U 
Prof. B. LoTERA. di pagr. Yi-154 ........ 1 50 

Graotaiaaaa itaUaaa, del Pro£ T, OoHCAU:, di pa< 
gino vii-201 150 

Ciraamiallea latioa, dol Prof. YALMAoai, ti p. z-SSa 1 50 

— (Vodi Fonologia laiina — Letteratmna, fvmuLne^. 
Oramaiallea e waeabalarla 4etia Itag^aA ■■■Maaa^ 

del Pro£ R. Lovera, di paf. YiUrSHX^ 1 59 

Graamatlaa sansertta. (Vedi Sanscrito), 
Oraaimatiea tedesea, del Prof. L. Pavia, di pair. 1 50 

— (V. Eserdei di traduzione — LettercUwna lodetos). 
Oravltasiaae. Spie^fazione elementare delle nincipali 

pertarbazMmi nel sisteina solare di Sir G. B. Aut, 
traduzione con note ed aeg;iante del ProU F. Po&biO, 
con 50 incisHHii, di pag:. xx£V-176 1 50 

— (Vedi Asircmomia — S^Uro9o&pio). 

Graeia (La) aaUea, di G. Toniazzo. (V. Sioriaantica). 

Idrolerapla. (Vedi A&siue [^ewm ddlell 

Igflena |prlva4a e medicina popolare ad laso d^e ibiMd- 

g:lie, di CI BoGK, trad, di E. Pabistti sulk 7*«AL(tod. 

ron una introduzioDe di G. Sormaki, di ipae:. xsh27d. 2 50 
Igriene paliMica, del Prol Sormanx. (In lavMin). 

— (Vedi Asaistenza agli infemii — Soeo^rsi d^vrjjfmeal, 
WgietM seala»tlea, di A. Kepossi,2* ed.,.di3aag. iiF-216. 2 — 
lg>ieiia della vlia paUMiea e jpriFala, cbl Dett G. 

Faralli, di pag, xii-250 . . . . 2 50 

IflTiene veieriaarla, del Dott. U. Baik , di il vm-SS^ t -^ 
IgToseapl, lgrr««i«trl, uatidlia a4HlasfcsriM^ del . 

Pro£ P. Cantoni, di pag. xa-14(5, <5on 21ittc e ^^Uub. 1:16 

— (Vedi Climutologia — Meteor ologia). 
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llloatlaaBl^iie- «leUrl«A (Impianti di), deiring. E. 
PiAZZOLi. 2* ddizione interamente rifattavdi pa^^. xiv- 
466, con 268 incisioni, 78 tabelle e 2 tar. litografate. 6 50 

■■ibalsMaat«re (Manuale dell'), preparatore tassider- 
mista, di R. Gestro, 2* ediz. rivedata, di pagr. zii-1-^, 
con 38 incision! 2 — 

— (Vedi Naturalista vuiggiatore), 

Implaail eleitrlel. (V. tSettricitd — Illuminazione). 

■■ip^sia ■■! reddiil dl rlechezza aiabile, delFAy- 
vocato E. Bruni, di pap:, viii-218 . 1 50 

Impoflte dirette (Riscossione delle), dell* Aw. E. Bruni, 
dl pag. vin-158 1 50 

flBchiostrl. (Vedi Vemici). 

•ndnstrla della seta, del Prof. L. Gabba, 2* ediz., 
di pag. iv-208. 2 — 

Indiistria (L*) slearlea. Manuale pratico dell'Ing:. E. 
Marazza, di pag. 288, con 76 incisioni e con molte 
tabelle 5 — 

Indostrle* (Vedi Apicoliura — Arte mineraria — 
AsfcUto — Bachi da seta — Cckseificio — Concia delle 
pelli — Galvanoplastica — Qio^elleria — Merceo- 
logia — Olio — Orologeria — Piccole Industrie — 
Tobacco — Tintore, ecc.). 

ladostrte arilsdeke. (Vedi Decorazione), 

ladastrle (easlll. (V. Coltivazione— FUafitra— Seta), 

Infezione, dlslafeziooe e dlslnfett^nii, del Dottor 
Prof. P. E. Alessandri, di pag:. viii-190, con 7 in- 
cisioni 2 — 

iDg-eg^nere elvile, Manuale dellTngegrneredvileeindu- 
striale, di G. Colombo, 13« ed. (31*. 32* e 33" misrliaio), di 
p. xiv-356, coil 2J} fig. e conunaBibliografiadeU'Lige- 
g:noro dispc^ia in ordine al&betico delle materio di p. 148 5 50 
B mod' si 11)0 tradotto in francese da P. Marcillac. 5 50 

iDg'eijI'ncrc uairale. Prontuario di A. Ciononi, con 
36 tg., di pag:. xxxii-292. Leg. in tela L. 4 50, in pelle. 5 50 

— (Vedi Attrezzatura — Macchiniata navale). 
lii;<:raA9t. (V^edi Chimiea agraria — Concimazione). 
liiMfCti Doeivi, di F. Franceschini, di pag. viii-2Jl, 

con 96 incisioni 2 — 

lusettl ncili, di F. Francesghini, di pag. xn-160, con 

43 incisioni ed 1 tavola 2 — 

Inieresae e seanta, di E. Gagliardi, di pag. 71-204. 2 — 

— (Vedi Contabilitd — Comnutisteria — DeBito pitb- 
hUcn — Raaioneria — Vaiori puhbluii). 

IsUtozloul delta SUta (Le). (Vedi Diritti e doveri 

dei cittadini — Ordinamento degli Stati), 
lltlolonfia. (Vedi Fiscicoltura — Ostricoltura e Mi- 

Ucoltura). 
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Hktte, bnrr^ • eael«. Chimica analitioa applicata id 
caseificio, del Pro! Sabtobi, di pagr* x-ld$^con 24 inc. 2 — 

— (Vedi AdtUterazione degli alimenti — CtMeificio), 
tt^gge solle e«M«J«. (Yedi Macchinista e Fuochista). 
MjBgge (La nuova) «omaBale e pr^vlneiale, anno- 

tata dairAvY. E. MazzoccolO) 3' ediz., con Taggiunta « 

di dae regolamenti e due indici, di pag. xxu-Si8 . . 4 50 
I^^fTffl* (V^i Diritto amministrativo-cwUe'Cominer' 

cum — Imposte dirette — Ordinamento degli stati 

— Ricchezza mobile). 
Lefpislazittiie ramie secondoil pro^'ammagOYernativo 

per g:li Istituti Tecnici deirAvv. E. Bruni. (In lavoro), 
LiCfpianii. (Vedi Cubatura dei legnami — Falegname), 
Eielleratura anerleana, di Gt, Strafforello, p. 1^ 1 50 
Letteratora danese. (Vedi Letteratura norvegtana). 
Letteratnra ebralea, di A. Revel, 2 vol., di pag. 3^. 3 -— 
Letteratura e|[|>izlana, del Dott. L. Bbigiuti. (In lav.). 
Letteratura fraoeese, del Prof. F. Mabcillac, trad. 

di A. Paganini, 2* ediz., di pag. vin-184 1 50 

Letteratura greea, del Pror. V. Inama, 9* ediz., mi- 

gliorata (dal 29» al 34" migliaio), di pag. vni-234 . . 1 50 

— (Vedi Filologia claasica — Verbi U-reci AnomcUi). 
Letteratura Indiana, del Proi. A. De Gtjbebnatis, 

di pag. vni-159 1 50 

Letteratura Ingrlese, del Prof. E. SOLAZZI, 3* ediz., 

di pag. viii-194 1 50 

Letteratura Islandese, di S. Ambbosoli. (In lavoro). 
Letteratura Uallana, di C. Feniki, 4* edizione, di 

pag. vi-204 1 50 

Letteratura latlna. (Vedi Fonologia latina — Oram- 

matica latina — Letteratura romana). 
Letteratura nerveg-lana del Dott. S. CoNSOLi, di 

pag. xvi-272 1 50 

Letteratura perslana, del Prof. I. Pizzi, di pag. x-208. 1 50 
Letteratura provenzale, A. Rbstobi, di pag. x-220. 1 50 
Letteratura reniana, del Prof. F. Ramobino, 3* edi- 

ziono, riveduta e corretta (dall'S* al 12^ migliaio), di 

pa^. JV-320. . . . . , 1 50 

— (Vedi Filologia classica — Grammatica latina). 
Letteratura spaffnuala e porteg'iiese, del Prof. L. 

Oappelletti, di pag. vi-20d 1 50 

Letteratura tedesca, del Prof. 0. Lange, tradoz. 
di A. Paganini, 2* ediz., corretta, di pag. xn-168. . 1 50 

— (Vedi Esercizi — Grammatica tedesca), 
Letterature slaTe, di D. CiAmpoli, 2 volumi : 

I. Bulgari, Serbo-Croati, Yu&:o-Russi,dipag.iv-144. 1 50 
n, Riisqi. Polftppbi. Boemi. di pajr. lv-1^ .... 1 50 
Letteratura un^^herese, di ZiGANY ArpA.D, di pa- 
gino xii-295 1 50 
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Llsffm iw 111 I |V«& Jertk» w^oM^ 

LlB^^aa hill— |Tc^ grawiiMiticw — XcUcm^im 

E<iai^s. raHBMBi. fV^e& Q r tti f iK rfica}. 

LlaiT^ii^ ■■■mriif (Vedi SoMmto). 

L.lBg«B. t«*M0ft» (Yedi Eureizi — Qrmmmmtioa -^ 

Letteratura). 
JLlngwm iisra. (Vtdi Tis^). 
l<lB3r«» dftMvse* CT. Ldterahtm deOt amgUe Immw^ 

del F^K^ A. Dm GMnnniATia, di -pt^. ir-lK>. ... 1 60 
Llnsrvv BBB i thwty del Doit E. G«kba. Cin hnrmro^. 
l<iair<wi ■^■■liiBB ^tadBo ddle)., di Maxgbl, osbIb 

r Aris9 & iMBaaie ia una lioruA stniuen^ tradlnL dd 

Prol llh\.Tiir.iMin,. & fagv X¥i-136 1 GO 

E.iwee. (Vedi Jiral£^). 

E.»yrt<Mil CT&Toto) di)^ con 5 decinali^ pmlddieate per 

eim di a MDojtt, a^ edisL, di pa«r- xx-i^ .... 1 50 
■^•rlea^ d& W. SteufiET Jetoivb^ tafidax M Fto£ (X 

CUmoMiL ^ ediz.r di T»g:< Txn-IM, e 1& iBciaioaf . . 1 50 

— (Vedi Estetica — Etica — Filosofia — Psieologia). 
Ei»yli— ^■■[liiBj ddl* Lig:. C. Chiesa, 3f edis., di pa- 

gme xiv-172 150 

— (Vedfe Cmnpfttisieria — BoffiomerimX 

Muuea « M l i i riy del Pnd G. Bellovti, di par. x456t^ 
con 2^ incisioQi e 1 tavola. 150 

HaeehiBiftto m ft— d b Uta , del Prof. G. G-AITTSRO, 
6* edizione, con amiBDte deil'Inf: L. Loria, di pa- 
gine xiT-t90, eon. ¥i iucisiimi e eol testfr della Legge 
sullo caldaie, ecc (dal 10* al 12^ midiaio) ...... 2 — 

MaeeftlBiB*B BAvale (Masnale del) & M. Liewabolo, 
di poc. xit-40i, con 161 figure 6 50 

MaeeUbie m^^ric^A^, del conte A. Osmslli-Pebti, 
di pa^. ian-21^, con 63 incisioni 2 — 

MaeclitBe. (Vedi Inpegnere civile — Ingegnere nOr 
vale — Meceaniemi (500) — Meccanica — Orolo- 
geria), 

llafru«tfoDi« ed elcttrielta, del Dott G. POLOVI, 
di paer- xn-204, con 102 incisioni 2 50 

Hala. (V. AgriaAtura — Frumento — PcmificazumeX 

Mala(ti« ed alterwikini del vini, del Prof. S. Cet- 
TOLiNT, di peg. xr-13S eon 13S con 13 incisioni ... 2 — 

MalaMfo erUt«g^aailelie delle plante eriiaeee 
coltlwaie, del Dottor R. Wolf, compilazione del 
Dott W. ZoPF, traduzione con note ed agg^innte del 
Dott. P. Bagcarini, di pag. x-2^ con 50 incisioni. 2 — 
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»l«le^ del Prot E. VmARi, di |»* 
gineTi-lO). 150 

Hare (H), det FroL Y. Bei^lio, di psg. iy440, om 
6 tavoto litognifiite ft coi«ri 1 60 

llartiie (Manuale dol) ntlUare • leroatiie, di 
De Amezaga, con 18 xilognfie ed un eleoeo del per- 
sonale dello Stato magfgiinre, di pa^^. Yin-261. . . . 5 ~ 

Masllel* (Vedi Yernici e latche\ 

Malerlall da eosCrazloae (Vedi BesiHenza dei — 
Travi mdaiiiei camposH). 

Mtki rmmi ietu (Vedi Alpebra — Aritmetka ^ Ceie- 
rimensura — Compensazione — Equazioni — Geo- 
metrtQ — Log&ritmi^ 

■aierle caloraatl. (Vedi Celori e Vemiti — Jt»- 
tore — Piamte industriali — Vemiei e LaeduX 

Mec e — l ea, del Proi R. Stawbi«l Ball, inkhUL dd 
Fro£ J. Bbnbtti, 3* ediz.^ di pag:. xti-214, con 89 ioe. 1 50 

Meeeaaiaail (50(Ht scelti frk t nil importaoti e recenti 
liferentisi alfak diDamieaT idrauuca^ idrostatica, poeu- 
madea, maeehioe a Yapore, moling torefai, orolof one 
ed ai^ diverse maodime, da H. T. I^own, tradm 
italiana solla 16' cdiz. inglose, dall'Ing:. F. Gerrdti, 
di pa^. yi-176, con 500 ineisiom nel toto ..... 2 50 

— (Vedi OroiMtria — Tomitart meccanico), 
Medlag>lle. (Vedi Numismatica), 

HedleiMi. (Vedi Igieme — Farmadsia — £Ko«ear«i 

d'urgenza), 
Mereealaffia, del Froi O. LnZARDO. Qn laTOto^ 
Metalll. (Vedi Peso dei wuialli — Qpereno— Fondi- 

tore — Tornitore), 
II eta Hi preziaal (ore, argento, platino. estraaione, fa- 

sione, assap^i, usi), di (x. Gosini, 2* ediz^ di pag. 196, 

con 9 incisioni 2 — 

— (Vedi Oreficeria e Qioielleria)» 
Metearologfa gpenerale, del Dott L. De Mabchi, 

di pa^. VI-I56, con 8 tavole colorate 1 50 

— (Vedi Climatologia — Igroscopi — Sismolooia), 
Metrlea dei IT^^t « del raotaal, di L. MULLEB, 

tradotta dal Dott. V. Lami, di pa^. xvin-130 ... 1 50 

— (Vedi Letteratura greca — Bitmtca — Verbi greci). 
Bletraiag^la. (Vedi Protoiipi intemazionali del meb'o 

e del kilogramma), 
llieresoopia (II), ossia Guida clementare alle piii fa- 
cili osservazioni di JMicroscopia, del Prof. Camillo 
AcQUA, di pag. xii-226, con 81 incisioni 1 50 

— (Vedi Batteriologia — Frotistologia), 
MIele. (Vedi Apicoltura). 

Militaria. (Vedi Cavallo — Scherma — Storia arte 
militare). 
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MlBeral^i^la ir«B«^<»l«« del Pioi L. BoMBiOGi, 2" ed. 

riyedata, di pasr. sy-190, con 183 inc. e 3 tay. crom. 1 50 
Mlaeral^irU deserltilvn, del Prof. L. BOMBloci, 2* 

ediz. di pag. iv-300, oon 119 indsdoni (vol. doppio). . 3 — 
— (Yedi Or&taUoprafia). 
Mlaiere. (Vedi Arte mineraria). 
Mlniatara. (Vedi Cohri e vemici — Luce e eolori — 

Decarazione e omamentazione — Fittura), 
Miti. (Vodi Errori e pregiudizi), 
Mliilleolivra. (Vedi Ostricoltura ■— PUcicoltura), 
MltoUirla e«MMraUi, di A. Ds Gubermatis, 2* ediz., 



di pag. viii-150 1 50 

llUloirlari 

Vol. n, Broi. 4 .. 1 50 



MlUlo|rlarr««a,diFoBE8Tl.Vol.I,Z)mm^,p.yin-261 1 50 



Mltolog>lit r^atana, di A. Fobesti. (In layoro). 

M^atenll reslstentl e peal til travl aietaillehe 
e«aiposie« Prontuario ad use degli ingee^ieri, archi- 
tetti e cestruttori, con 10 figure ed una tabella per 
la chiodatura. di E. Schenok, di pag. xl-188. ... 3 50 

— (Vedi Peso dei metaUi — Beaistenza dei materiali), 
M«iieie« (Vedi Numismatica — Tecnologia e Termi- 

noloffia monetaria\ 
Morale. (Vedi FUosofia morale), 
Maslea (Storia della), del Dr. A. UNTERSTEmBS, di pa- 

gino SCO (vol. doppio) 3 — 

— (Vodi Armonia — Cantante — Pianista — Strumen- 
tazione — Strumenti ad arco ecc). 

IVatarallsta ▼lag'g'latore^ di A. IssEL e R (S^estbo 
(Zoolo^a), di pag. vni-144, con 38 indsioni . . . .2 — 

— (Vedi Imbalsamatore), 

IVaailea* (Vedi Attrezzatura — Ingeffnere navale — 
Macchinista navale — Marino), 

Molaro (Manuale del), aggiuntevi le Tasse di registro, di 
boUo ed ipotecarie^ le norme ed i modali pel Debito 
pabblico, del Notaio Aw. A. (j^abetti, 2* ediz., rifiisa 
e notoyolniento ampliata, di pag. xn-310 3 50 

— (\^edi Testamenti). 

Mamlsaiailea, del Dott S. Ambbosoli, di pag. xyi-216, 
con 100 fotoincisioni nel teste e 4 tavole 1 50 

— (Vodi Araldica — Archeologia — Paleografia). 
Olll vei^^etall, anlmall e ntnerall, lore applicazioni, 

di O. GoRiNi, di pag. viii-214, con 7 incis., 2* ediz., 
complotamente rifatta dal Dott. G. Fabbis .... 2 — 

— (Vedi Saponi). 

01lv« ed olio, Coltivazione delVolivo, estrazione, pu- 
rificazione e conservazione ddVolio^ del Prof. A. Aloi, 
*3* ediz., di pag. xii-3;30, con 41 incisioiu 3 — 

C :to, di W. Gladstone, traduz. di 11. Palumbo e 
C. ^ ^RiLLi, di pag. xii-196 1 50 
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Operate (Manuale dell*). Racoolta di coenizioni utili 
ed indisponsabili d^]i operai tomitori, fabbri, calderai, 
fonditon di metalli, bronzisti, a^ustatori e mecca- 
nici, di G. Belluomini, 3* edizione, di pagf. xvi-21(l 2 — 

— (Vedi Fahgname — Fonditore — Paga degli operai 

— Tomitore). 

4lperail«Bl dairanali. (Vedi Trasportii. 
OrdinanienU defpll Stail liberl d* Enr«|fa, del 

Dott F. Racioppi, di pag. viii-310 (vol. doppio) . . 3 — 
Ordlnaiiienlo d«irll SiatI llberl Aiarl d*ISaro|»a, 

del Dott F. Racioppi, di pag. vm-376 (vol. doppio). 3 — 
Orefleeria e ^lojellerla, orojjai^grento e platino^ di 

E. BosELLi, di pag. 336, con 125 indsionL .... 4 — 

— (Vedi Metalli prezioai — Fietre prez%08e\ 
Orlente anileo (L*), di I. Q^BNTILE. (V. 8tor%a antica), 
OrnaueBto* (Vedi Decorazioni — Disegno — Fit- 

tura — Scolturn). 
Orologorh\ iiiifderna, deiring. Garttffa. con 187 

illiistrazioni, di pa^. viii-302, con 276 incisioni . . . 5 — 
Ortieollura, del Prof. D. Tamaro, con dU iucisioni. 4 — 

— (Vedi Agricoltura). 

Os(ri«oltara e mltllieoUora, del Dott. D. Oarazzi, 
con 13 fototipie, di pag:. viii-202 2 50 

Ovleoliora. (Vedi Bestiame). 

I*n^a iplornaliera (Prontiiario della), da eloqaanta 
eeDteslmi a lire elnqoe, di 0. Neorin, di pag. 2<X). 

Paleoetnolof la, di I. Reoazzoni, p. xi-252, con 10 inc. 1 50 

Paleagrralla, di E. M. THOMPSON, traduz. dall'ingleee, 
con aggiunte e note di G. Fuhagalli, di jpag. vni-156, 
con 21 incisioni nel teste e 2 tavole in fototipia . . 2 — 

PanlfleaiUne railonale, di POMPILIO, di pag. IV-126. 2 — 

Pararoluiliil. (Vedi F\Umini). 

Parassltolojfla. (Vedi Animali parasaiti). 

Pedagfoflrla. (Vedi Giardino infantile — Ginnastica 
femminile — Ginnastica maschtle — Igiene scolastica). 

Pelli. (Vedi Concia deUe pdli). 

P«8o del nietalll, ferrl quadratl, rettan|[falarl, 
eilindrlel, a aqnadra, a U, a Y, a Z, a T e 
a doppio T, e delle laoilere e (obi dl Intil I 
Bietaill, di (x. Belluomini, di pag. xxiv-218 ... 3 50 

— (V. Fimditore — Ingeqnere civile — Ingegnere navale 

— Mmnenti resistentt — Operaio — Beaistcnza), 
PlaiilMia (Manuale del), di L. Mastrigli, di p. xvi-112. 2 — 
Plaoie e florl sulle finestro, snlle terrazze e noi cor- 

tili. Col turn e descrizione delle principali specie e va- 
riety, di A. Pucci, di pag. vni-198 con lln incisioni. 2 50 

— (Vedi Bo^anica — Floricoltura — Frutticoltura\ 
Piaole ladostrlall, coltivazione, raccolto o prepara- 

zionc, di G. Gorini, nuova cdizione, di pag. ir-114. 2 — 
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PiaBi« tesslll* (Vedi CgUivazione ed indu^rie dettt^, 
Piee^le i«4asU*i«, dol Prot A. Ebaeka, di p. xvi-lBi. 2 — 
Pletre pr«sloae, claasificazioiie, raloro, arte del ^o- 
jelliere, di G. Gobikl 2* ed., di pag:. 133, oon 12 inc. 2 — 

— (Vedi Oreficeria — Gio^dkria), 
Piroteenlea moderaa, di F. Dl Maio, con IIL ind- 

sioni, di pag. yiii-150. 2 dO 

Plseie«lt«r«, del Dott. K Bbttoni. (In laroro). 

— (Vedi Ontricoltura), 

Pittora. Pittuia itaUana aatica e moddrna, del Proi. A. 
Melani, 2 Yol., di pag. xx-161 e zxyi-202, iUustrati 
con 102 tar., di cui una cromolii e U figiire nel testo. Q — 

— (Vedi Anatomia pitkrica — Colori fscienza dei) — 
Colori e vemici — Deoorazione — Luce e colori), 

Poesla. (Vedi Dante — Omero — Rettorioa — RiU 

mica — StUiBtica\ 
Pollicoltara, del March. G. Trevisani, oon 70 illu- 

strazioni. di pa^. xyi-176 2 50 

— (Vedi AninicUi da cortile — Colomlni, 



Paai*la|;'ia ardflclale, seoondo ii sistema Gamier- 
Valletti, del Prof. M. Del Lupo, p. vi-132, con 41 inc. 2 — 

— (Vedi Frutticoltura). 

Prato (II). dol Prof. G. Caotoni, di pag. 146, con 13 inc. 2 — 
Prealpi berg-aniasehe (Goidift-itinerario alle^ eoai- 
presi i passi alia Valtellina, con prefazione di Stop- 
PANi, 2* ediz.. di pa^. xx-12^, oon carta topogiafioa a 
panorama delle Alpi Orol^che 3 — 

— (Vedi Alpi — Dtzionario alpino), 
PreHriadUI. (Vedi En'ori e pregiudizi), 
Prorunieria, dell'Ing. E. Maeazza. (In lavoro). 

— (Vedi Saponeriah 

Proutuarlo dl g^eografla e siaHsUea^ di G. Ga- 
ROLLO, pag. 62 • 1 — 

— (Vedi AUante Universale — AUanU d' Italia -- 
JDizionario geografico). ., 

Prontuario per le pag-he. (Vodi Paghe), 
ProtistaUij^ia, di L. Maogi, 2^ ediz., di ptig, XVX-27S, 
con 93 incisioni nel testo (volume doppio) 3 — 

— (Vedi Batteriohffia — Miaroseopioi. 
Prototipl (I) internazionaU del metro e del kilogramma 

cd il codice metrico intcrnazionale,di A.TAGcmNi.(Ia lav.) 
Proverb! In ^aattra llagve* (V. Dottrina popolare), 
Psl«alo|^ia, dol Prof. 0. Oantoni, di jiag:. iv-i58 ,* . 1 50 
Rafflaacrla, del Pro£ V. GiTTi, 2" ediz,, <fi pag. vi-132. 1 50 

— ( V . Coimniiisteria — Contabilitd — Logtimografia), 
R«€lami ferravlari. (Vedi TraaportiX 
Rellgiane e liac*® dell'iBdIa iai^lesey di R. GoBT, 

trad, dal Prof. A. Db Gubs&natib, di pag. IT'-124 • 1 50 

— (Vedi Letteraiura indiana). 
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R«slate0M dd Mmi«ri«ll • stalbUila deHe eMlm- 
zioBi, dell'inf. Gtallizia, p. x-3i)6, 2dS Idc e 2 ta^. 6 50 

— (Vedi Peso aei metalli — Travi metalUci^, 
Hetfrletij «d uso delle Scuole, di F. Gapello, p. TX-122. I 50 

— (Vedi Arte del dire — Ritmioa — SHlistica), 
Riccliexzii m«liile (Imposta 8ui rodditi di|^ dell^Ay- 

Yocato £. Bbuni, di pag. vni-218 « . 1 50 

— (Vedi Imposte direttt), 

Rieetlarlo fotoff raflco, Dott. LuiQi Sassi, di p. vi-150 2 -* 
RIseiUdanieBto e veBtilazlMio 4e|^i «iiiM«ali aM- 

iati, del Pro£ R. Fe&rini, 2 vol., di pag: Xs32, 91 incis. 4 — 
Riscasaiane d^lmpaate, (Vedi Imposte direUe). 
Risorn^imenlo Ualiauo (Storia dcl)^ del Proi. F. BSB- 

TOLiNi, di pag. vi-154 1 50 

— (Vedi Storia e cnmoloffia — Storia itcUiana). 
Rlstanralore del dlfplnii, del Conte O.Secco-Suabdo, 

2 vol., con molte indsionL (In lavoro). 
RUmlca c nietrlea raxlaaale llallana, del Pf o- 
fessore Kocco Murari, di pag. xvi-216 1 50 

— (Vedi Arte del dire — Bettorioa — Stiliatical. 
Saaserito (AvTiamento alio studio del), di F. Q. FUMI, 

2'' ediz^ li&tta, di pag. zii-251 (vol. doppio) .... 8 — 

— (Vedi Storia comparata ddle lingtte classiehe, ecc.). 
Saaaueria, deiring. E. Ma&asza. (In lavoro). 

— ( V edi Profumeria). 

Seaoehl (Manoale pel giuoco de^lij^ di A. Sbgxuebi, 
di pag. xv-222, con 191 illustrazioni 2 50 

Seherma f teliaaa (Manuale di), 6U i principii ideati da 
Ferdinando Masiello, di L Gtelli, p. vni-lOl, con 66 tav. 2 50 

Scienza daUtt flaaaze* di T. dkkNEYALl, pag. Iv-140. 1 50 

Scieuze natarail. (Vedi Anatomia conijHirata — An- 
tropologia — Arte mineraria — Batieriologia — J5«- 
stiame — Botanioa — Chimica — Chimica agraria 

— C}Hstallo§railia — Fisiologia — Flora italiana 

— Funghi e Tartvfi — Geologia — Insetti — Mi- 
croscopta -r- Mineralogia — Naturalieta — Ostri- 
coltura — Pisdcoltura — Pomologia — ProtiaUdogia 

— Zodogia), 

Scaliura. Scoltura italiana antica e moderna, statuaria 
e ornamentalo dell* Archit Prof. A. Melaki, di pa- 
gino xvni-196. oon 56 tar. e 26 fig. intercalate nel tostow 4 — 

Sealtora in leffuo. (Vedi Deoorajsione e industrie 
artisticJie — Fnleffnanie), 

Serittore d* alTarl (Precotti ed esempi di)^ per aso 
delle Scuole tocnidie, p<qpolari o oommerciali, del Pro- 
fessor D. Maffioli, di pag. vni-203 1 60 

SelvicoUora, di A. Saivtillz, pag. yiu-220 e 46 inc. 2 — 

Seta. (Vedi Industria detia tein — Badd da teta — 
Tintura della MtoX 
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Shaksp«are, di DowDEN, trad, di Balzani. (La lay.). 1 50 
SIderariria (Manualo di), dell* log. V. Zoppetti, con 

molte mustrazioni. (In lavoro). 
Si9BioU|[>la, del Capitano L. Gatta, di pag. vni-175, 

con 16 mcisioni o 1 carta 1 50 

— (Vedi Climatologia — Meteordogia — VtUcanismo). 
Saeearsl d* org^enza, del Dott C. Galliano, di pa- 

gine xyi-276, con 6 tavole litografate, 2* ediziono. . 3 — 

Soelallsmo. (In lavoro). 

Spe(troseo|Klo (Lo) e le sue applleailonl, di R. A. 
Proctor, traduz. con note ed aggiunte di F. Porro, 
di nag. vi-178, con 71 incision! o una carta di spettri. I 50 

— ( V edi Astronomia — G-ravitazioni), 
Splrito di vino. (Vedi Cogtiac) 

Sport. (V. Cacciatore - Ciclista - Qinnastica-Scherma). 
Statistica, di F. ViRGiLii, di pag. vni-176 .... 1 50 

— (Vcdi Frontuario di aeografia e statistica), 
Stearinerla. (Vedi Industria stearica), 
Stemnii. (Vedi Araldica). 

Stenoifrafla, di Gr. GiORGETTi e M. Tessaroli (se- 
condo il sistoina Gabelsberger-Noe), di pag. 200. . . 2 -— 

Stilistiea, ad uso delle Scuole, del Prof. F. Capello, 
di p&^. xii-164 1 50 

— (Vodi Arte del dire — Rettorica — Ritmica, 
Storia antlea (Elementi di). Vol. L L'Oriente Antico, 

prospetto storico, di I. Gentile, di pag. xii-232 . . 1 50 

Vol. n. La Grecia, di G. Toniazzo, di pag. vi-216. 1 50 
Storia « cronolog'l.i medlaeYale « moderna, in 

CO tav. sinotticho, di V. Casagrandi, di pag. xvin-20L 1 50 
Storia deirarle lulliiare antlea e nioderna, di V. 

Rossetto, con 17 tavole illustrative, di pag. viu-501. 5 50 
Storia della iflunastlca. (Vedi Qinnastica). 
Storia italiana (Manuale di), di 0. Canto, di p. iv-160. 1 50 

— (Vedi Risorgimento — Storia e cronologia). 
Storia dclla muslca, del Dott. A. Untersteiner, di 

pag. 300 (vol. doppio) 3 — 

Storia iiaturale. (V^edi Scienze iiaturali), 
Strunieiitazioue (Manuale di), di E. Prout, trad. ital. 

con n9te di V. Ricci, con 95 esempi, di pag. x-'^. 2 50 

— (Vedi Armonia — Cantante — Fianista), 
Slrunif^nll ad areo (Gli) e la uiiislea da camera, 

del Duca di Oaffarelli. (In lavoro). 
Tabacco, del I'rof. G. Uantoni, di p. IV-17G, con 6 inc. 2 — 
Tacheouietrla. (Vedi Cderimensura), 
Tag'llo e confczloDe di blanchcrla. (V. Disegno), 
TarlflTn r<*rrM\-iario. (Vedi Traaparti). 
Tartufl e runjfhl. (Vedi Funghi). 
Tasse dl refj^isiro, bollo, eec. (Vedi Notaro). 
TaTole lograritnilche. (Vedi Logaritmij, 
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TaTole iAehe*iiietrtelk«. (Vedi CderimeTtsura), 
Teen*lo|fla « ternilii«lo|^la m^aelarla, dl Gt. Sac- 

CHETTi, di pag. xiv-192 2 — 

Telefono. dl D. V. PiccOLl, di pag. iv-120, con 33 inc. 2 — 
TelegrraOa, di R. Febbini, di pag. vi-318, con 95 inc. 2 — 
Telemelrla, Bilsara delle dlslaoze In gnerrtij 

di G. Bebtelli, di pag. zin-145, con 12 zincotipie . 2 — 

— (Vedi Celerimensura — Compensazioni errori — 
Disegno topografico). 

TermodlnaBilca, di 0. Cattakeo, di p. x-196, con 4 %. 1 50 

— (Vedi Dinamica), 
Terrem^il. (Vedi Sismologia), 
Tessitura. (Vedi FUatura), 

Teslaraenil (Manuale dei), per cura del Dott L. Se- 
BiNA, di pag. VI-23S 2 50 

TIgrre-Ua llano (Manuale), con due dizionarietti ita- 
liano-tigro e tigre-italiano ed una cartina dimostrativa 
degli idiomi parlati in Eritrea, del Cap. JManfbedo 
Campebio, di pag. 180 2 50 

— (V. Arabo volgare — Grammatica galla — Lingiie 
delV Africa), 

Tlntorre (Manuale del), di R. Lepetit^ 3* ediz., di pa- 
eine x-279, con 14 incisioni (vol. doppio) 4 — 

Tintnra della seia, studio chimico tecnico, di T. Pa- 
scal, di pagr. xvi-432 5 — 

TlpogrraOa. I. — Guida per cbi starapa e fa stampare. 
— (Joinpositori e Correttori, Revisori, Autori ed Edi- 
tor!, di S. Landi, di pag. 230 2 50 

Topagrafla. (V. Cartoqrafia - Cderimenaura - Com- 
pensazione errori - Disegno topografico - Telemetria), 

Topogralla di Koiua antlea, di L. BoBSABI, con 
illustrazioni. (In lavoro). 

TornUore mceeanlco ((3^uida pratica del), ovvero 
sistema unico per calcoli in ^enoralo suUa costruzione 
di viti e ruote dentate, arricchita di oltre 100 pro- 
blemi risolti, di S. Dinabo, di pa^f. 164. . . . . . 2 — 

— (Vedi Meccanica — Meccanismt — Operaio), 
Trigronometria. (Vedi Geometria metrtca). 
Trasportl, tarlfTe, reclanii fRrrovlarl ed opera- 

zioni dograuali. Manuale pratico ad uso doi conimor- 
(danti e privati, (!olle norme per Tinterpretazione delle 
taritfe e disposizioni vigenti, i^er A. (J. Bianchi, con 
una carta delle reti ferroviarie italiane, di pag. xvi-152. 2 — 
Travi metalllel eompostl (Momenti resistenti,pesi dei), 
E. ScHENCK, pa^. xL-188, 10 fig. e tabellapcrchiodatura 3 50 

— (Vedi Peso dei metalli — Resistcnza dei materiali). 
Unlia assoliite. Definizione, Dimousioni, Ilapprosenta- 

ziono, Problemi, dell'Ing. G. Bebtolini, di p. x-121-H. 2 50 



IJt« p«Ma (IndQstriadeU*)e dielUMdkNMlMft4«l|« 
flrnttA e decli •rtAmUTroi Lu Papawou. ttn 1at.)l 

VaIII LoMbarde, di ScoLABO. (Vedi IHzien. o^ptno). 

V*l«rl palilillcl (Mannale per rapprezzamento dei) e 
per le operaz. di Borsa, Dott F. Pigginelli. p. ziT-^i& d SO 

V«l4Mir«4iM»^ di A. a^LAKTS. (Vedi ^ista}. 

ITeaiilMUaae* (Yedi Ritealdamenio). 

VerU iro'eei •■•lalj (I), di P. SPACWQiSTi^ seooado le 
Grammatiche di CuRTins e Inama, di pa^. zzr?-107. 1 50 

Veriftlet, laeelM, waatlel, taehlastrl mm •teauMi^ 
ceralaeehe e prodattl afDal (Fabbnoauone delle), 
deiring. Ugo Fornari, di pag; viiz-26a ..... 2 — 

— (Vodi Cdori e Vemici). 

Velertearla. (Vedi Be»tiame — Iffiette pelermanaik 
Wtag^g*!. (Vedi NaturcUista viaggiatore), 
irioaeee (Fabbri€aak>De doUeX (Vedi Oigncud^ 
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